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Анотація. Запропоновано математичну модель трикритеріальної задачі оптимізації центра-

лізованих логістичних мереж на етапі реінжинірингу з огляду на економічні, часові та екологі-

чні показники в умовах інтервальної визначеності вхідних даних. Для вибору оптимального рі-

шення використано індекси порівняння на основі узагальненої різниці Хукухари. Практичне 

використання запропонованої моделі дасть змогу підвищити стійкість рішень до зміни зовні-

шніх умов та забезпечити врахування екологічних вимог сучасної логістики. 
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Вступ 

Сучасні логістичні компанії функціонують 

в умовах посилення екологічних вимог та 

зростання соціальної відповідальності бізне-

су [1]. Якість сучасних логістичних мереж 

визначається не лише економічними показни-

ками, але і їх впливом на навколишнє середо-

вище. Це актуалізує проблему розроблення 

математичних моделей, методів та інформа-

ційних технологій еколого-економічної опти-

мізації логістичних мереж (ЛМ) [2, 3]. 

Топологічні структури мереж суттєво 

впливають як на витрати й терміни доставки, 

так і на обсяги викидів парникових газів [4]. 

Структури ЛМ утворюються з використан-

ням вузлів (терміналів, розподільних центрів, 

хабів), за допомогою яких перерозподіля-

ються вантажопотоки від постачальників до 

споживачів [1, 5]. У цьому разі оптимізація 

кількості й розташування вузлів у мережі 

сприяє одночасному зменшенню логістичних  

витрат і екологічного впливу транспортних 

процесів [6]. 

Зміна умов функціонування логістичних 

систем (зростання екологічних вимог, упро-

вадження вуглецевого податку, зміна струк-

тури споживання) приводить до необхідності 

реінжинірингу наявних мереж [7, 8]. Реінжи-

ніринг логістичних мереж передбачає ком-

плексний аналіз наявних структур з можли-

вістю їх радикального перепроєктування 

відповідно до нових економічних умов та 

екологічних обмежень [2, 9]. 

Особливістю задач оптимізації ЛМ на 

етапі реінжинірингу є неповна визначеність 

вхідних даних: попиту, тарифів, екологічних 

характеристик транспорту, що зумовлює 

доцільність використання засобів інтерваль-

ного аналізу [10, 11]. Інтервальне подання 

параметрів і змінних оптимізаційних моде-

лей дає змогу брати до уваги невизначеність 

та отримати рішення, стійкі до змін зовніш-

ніх факторів [12]. 

Дослідження у сфері «зеленої логістики» 

демонструють необхідність одночасного 

врахування економічних та екологічних кри-

теріїв у процесі проєктування логістичних 

систем [13, 14]. Однак переважна більшість 

наявних математичних моделей зорієнтована 

на оптимізацію ЛМ за функціонально-

вартісними критеріями в умовах повної ви-

значеності вхідних даних [15, 16]. 

 

Аналіз публікацій 

Процес оптимізації логістичних мереж як 

територіально розподілених об’єктів перед-

бачає розв’язання комплексу задач їх техно-

логічної, структурної, параметричної та то-

пологічної оптимізації [2, 7]. У цьому разі 

умовно незалежно розв’язуються задачі оп-

тимізації мікро- та макрологістичних систем 

[17, 18]. На рівні мікрологістики здійснюєть-

ся адаптація наявних мереж за допомогою 

оперативного планування маршрутів, а на 

рівні макрологістики приймаються стратегі-

чні рішення щодо топологічних структур 

мереж [19]. 

Останнім часом значну увагу приділено 

проблемам екологічної логістики, спрямова-

ної на зниження негативного впливу транс-

портних процесів на довкілля [3, 9]. Основ-

ними напрямами екологічної логістики є 

оптимізація транспортних маршрутів з огля-

ду на викиди CO₂ [4], використання альтер-
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нативних видів палива [20] та впровадження 

концепції циркулярної економіки [6]. За ре-

зультатами сучасних досліджень встановле-

но, що логістичні операції є відповідальними 

за 10–15 % загальних викидів парникових 

газів [21].  

Одним з напрямів екологічної логістики є 

реверсивна логістика, яка дає змогу зменши-

ти споживання природних ресурсів і забезпе-

чити повторне використання матеріалів 

[6, 22]. Задачі оптимізації замкнених логісти-

чних мереж передбачають врахування як 

прямих, так і зворотних потоків, що суттєво 

ускладнює математичні моделі таких задач 

[23, 24]. 

Вхідними даними традиційних задач оп-

тимізації централізованих ЛМ є місця розта-

шування центрів постачання, множини спо-

живачів з відповідними обсягами потреб, 

витрати на створення та експлуатацію вузлів 

мережі, транспортні тарифи [1, 7]. Метою є 

визначення оптимальної топологічної струк-

тури мережі, що мінімізує загальні витрати 

за умови дотримання обмежень на час доста-

вки [25]. 
Сучасні дослідження розширюють класи-

чну постановку впровадженням додаткових 
критеріїв оптимізації. Зокрема розглядаються 
задачі з огляду на ризики [26], надійність 
системи [27], якість обслуговування [28] та 
екологічні показники [4, 13]. Багатокритеріа-
льні моделі потребують застосування методів 
прийняття рішень для вибору компромісного 
розв’язку [29, 30]. 

Значна частина досліджень присвячена 
розробленню ефективних алгоритмів розв’я-
зання задач оптимізації ЛМ. Використову-
ються як точні методи (динамічне програму-
вання, метод гілок та меж) [31], так і метаев-
ристичні алгоритми (генетичні алгоритми, 
алгоритм мурашиної колонії тощо) [32, 33]. 
Однак більшість запропонованих підходів 
призначена для умов повної визначеності 
вхідних даних. 

Невизначеність у задачах логістики може 

мати різну природу: стохастичну (випадкові 

коливання попиту), нечітку (експертні оцін-

ки) або інтервальну (діапазони можливих 

значень) [10, 11]. Інтервальний підхід є особ-

ливо зручним для моделювання ситуацій, 

коли відомі лише граничні значення параме-

трів без інформації про їх розподіл [12, 34]. 

Для розв’язання задач оптимізації з інтер-

вальними параметрами впроваджено різні 

підходи. Найпоширенішими є методи, осно-

вані на порівнянні інтервалів за допомогою 

індексів переваги [11, 35], узагальненої різ-

ниці Хукухари [36] або теорії можливостей. 

Кожен з підходів має свої переваги та обме-

ження щодо інтерпретації результатів та об-

числювальної складності. 

Аналіз літературних джерел дає змогу ви-

значити прогалини в наявних дослідженнях, 

зокрема: 

 відсутність комплексних моделей, що 

одночасно зважають на економічні, часові та 

екологічні критерії в умовах інтервальної 

невизначеності; 

 недостатня увага до специфіки реінжи-

нірингу ЛМ з огляду на можливості викорис-

тання наявної інфраструктури; 

 брак методів порівняння альтернатив 

для багатокритеріальних задач з інтерваль-

ними параметрами; 

 обмежена кількість досліджень щодо 

практичного застосування еколого-економіч-

них моделей оптимізації в реальних логісти-

чних системах.  

Це зумовлює актуальність науково-прак-

тичних завдань розроблення еколого-еконо-

мічних моделей задач оптимізації логістич-

них мереж в умовах інтервальної невизначе-

ності вхідних даних [37]. 

 

Мета й постановка завдання  

Аналіз сучасних досліджень демонструє, 

що в процесі оптимізації логістичних мереж 

найчастіше розглядаються економічні та 

часові критерії, тоді як екологічні аспекти 

беруться до уваги обмежено або із значними 

спрощеннями [3, 4, 9]. Це зумовлює низку 

проблем: 

 недостатня ефективність наявних моде-

лей, які одночасно враховують економічні, 

часові та екологічні показники якості мереж 

[2, 13]; 

 відсутність підходів до багатокритеріа-

льної оптимізації, що беруть до уваги інтер-

вальну невизначеність усіх трьох груп пара-

метрів [10, 11, 12]; 

 потреба в створенні інструментів вибору 

компромісних рішень для багатокритеріаль-

них задач реінжинірингу ЛМ [29, 30]. 

Зважаючи на це, метою статті є підви-

щення ефективності технології оптимізації 

логістичних мереж на етапі реінжинірингу за 

допомогою розроблення математичної моде-

лі багатокритеріальної оптимізації з огляду 

на економічні, часові та екологічні критерії в 

умовах інтервальної невизначеності вхідних 

даних. 

Одним з найбільш поширених класів логі-

стичних мереж є централізовані трирівневі 
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мережі, які забезпечують доставку вантажів 

від центру до множини споживачів через 

один рівень проміжних вузлів [1, 7]. Для них 

задача реінжинірингу топологічної структури 

може бути подана в такій постановці. 

Задані: множина елементів (центр, вузли, 

споживачі) наявної ЛМ та обсяги попиту 

[2, 7]; топологічна структура мережі, визна-

чена розташуванням елементів і зв’язками 

між ними [5]; витрати на створення та екс-

плуатацію вузлів, транспортні тарифи, пара-

метри часу доставки [6, 25]; інтервальні оці-

нки викидів CO₂ та інших екологічних пока-

зників транспортних процесів [4, 13]. 

Необхідно визначити: варіант топологіч-

ної структури ЛМ s S  (де S  – множина 

допустимих варіантів), який є ефективним в 

оцінюванні за трьома локальними критерія-

ми: 1( )k s  – наведені витрати [6]; 2( )k s  – час 

доставки вантажів [25]; 3( )k s  – екологічний 

вплив мережі на довкілля [3, 4, 13]. 

Завдання полягає у формуванні моделі за-

дачі трикритеріальної оптимізації централі-

зованої логістичної мережі на етапі реінжи-

нірингу, в якій параметри задані інтерваль-

ними значеннями [10–12, 37]. 
 

Основний матеріал дослідження. 

Обмеження, які визначають множину 

допустимих варіантів побудови мережі 

Позначимо множину елементів наявної 

мережі як { : 1, }I i i n   (де n  – кількість 

елементів, 1i   – відповідає центру поста-

чання, а інші елементи – вузлам та спожива-

чам мережі). Структури наявної  та нових 

варіантів  мережі подаватимемо матрицями 

суміжності, відповідно, [ ]ijs s   і [ ]ijs s , 

елементи яких дорівнюють 1, якщо існує 

безпосередній зв’язок між елементами  та  

мережі та 0 – за відсутності такого зв’язку. 

Обмеження, які визначають трирівневу 

структуру централізованої логістичної мере-

жі [7, 37]:  

– кожен кінцевий елемент (споживач) має 

бути під’єднаний до одного з вузлів 

1

1
i n

ij ij
j i j

s s
 

    для всіх i , для яких 0iis  , 

1,i n , або безпосередньо до центру: 1 1,is   

1,i n ;   

– до кожного вузла має бути під’єднаний  

більше ніж однин споживач 
1

2
n

ij
j

s


 , для 

всіх i, для яких 1iis  , 1,i n ; 

– кожен з вузлів j має безпосередній 

зв’язок із центром jj 1 js 1 s 1   , 

, 1,i j n  ;  

– кожен споживач i, 1,i n  під’єднується 

до вузла j за показником мінімуму наведених 

витрат: 

 ii ij ij
1 i , j n

s s 1 ij arg min c
 

    , 1,i j n  ; 

– загальна кількість вузлів мережі 
n

ii

i 1

1 s n / 2


  ;  

– загальна кількість зв’язків у радіально-

вузловій (централізованій трирівневій) стру-

ктурі 
1 1

n n n

ij ii
j i j i

s n s
  

    . 

 

Цільова функція задачі оптимізації  

мережі за показником витрат  

У реальних умовах функціонування логіс-

тичних систем параметри попиту, тарифів, 

експлуатаційних витрат відомі не точно, а в 

межах певних діапазонів [37]. Запропоновано  

подавати їх значення інтервальними величи-

нами: [ ] [ ; ]i i iw w w  ,  1, Di n  (де Dn  – кіль-

кість параметрів, що будуть використані в 

моделі). 

Змінні в цільових функціях (наведені ви-

трати на створення й функціонування мере-

жі, показники оперативності й екологічності) 

запропоновано подавати у вигляді інтервалів: 

[ ( )] [ ( ); ( )]i i ix s x s x s  , 1, Vi n  (де 
 Vn  

– кіль-

кість змінних). Значення локальних критеріїв 

для варіантів побудови мережі з множини 

допустимих s S  подаватимемо як відповід-

ні інтервали [ ( )] [ ( ); ( )]j j jk s k s k s  , 1,3j  . 

З використанням вищенаведених значень 

цільову функцію математичної моделі задачі 

визначення найкращого варіанта реінжині-

рингу топологічної структури ЛМ за показ-

ником витрат запропоновано подати в тако-

му вигляді: 
 

1
1

1

[ ( , )] {[ ](1 ) [ ]

[ ](1 ) [ ](1 ) }

{[ ](1 ) [ ]

[ ](1 ) [ ](1 ) } min,

n

j jj jj j jj jj
j

j jj jj j jj jj

n n

ji ji ji ji ji ji
j i j

ji ji ji ji ji ji
s S

k s s a s s b s s

c s s d s s

e s s f s s

g s s h s s



 



     

     

    

       



 

 

 

де j[ a ],  j[b ],  j[c ], j[ d ], j 1,n  – інтер-
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вальне подання витрат на створення, модер-

нізацію, демонтаж та вартість ресурсів, які 

можуть бути повторно використані після 

демонтажу обладнання j -го вузла в новій 

структурі; ijs , ijs  – елементи матриць суміж-

ності наявної мережі та мережі після реінжи-

нірингу; ij[e ] , ij[ f ] , ij[ g ] , ij[ h ]  –

 інтервальне подання витрат на перевезення 

вантажів між елементами i  та j , , 1,i j n , 

на модернізацію транспортних засобів, їх 

утилізацію та вартість ресурсів, які можуть 

бути повторно використані. 

За необхідності ця модель може бути за-

стосована для реінжинірингу структури логі-

стичної мережі за показниками тільки капі-

тальних, тільки експлуатаційних або наведе-

них витрат. 

 

Цільова функція задачі оптимізації мережі 

за показником часу доставки вантажів 

Окрім економічних витрат, важливою які-

стю логістичної мережі є оперативність, що 

визначається часом доставки вантажів спо-

живачам.  

Для оцінювання оперативності мережі ви-

користаємо сумарні витрати часу на переве-

зення вантажу від центру постачання до від-

повідного вузла, на оброблення у вузлі (пе-

ревантаження, очікування відправлення, 

оформлення документів тощо) та доставки з 

вузла до кінцевого споживача, подані в інте-

рвальному вигляді: 

 

1[ ( )] {[ ( )] [ ( )] [ ( )]}i j j ji ijs t s t s t s s    , 

 

де 1[ ( )]jt s , [ ( )]jt s , [ ( )]jit s – інтервальні по-

дання часу транспортування вантажу від 

центру до вузла j , його оброблення у вузлі 

j  і доставки від вузла j  до споживача і . 

Максимуму цільової функції оперативно-

сті відповідає мінімум максимального часу 

доставки вантажів серед усіх споживачів: 

 

2
1

[ ( )] max{[ ]} minij
s Si n

k s
 

   . 

 

Цільова функція задачі оптимізації мережі 

за екологічним критерієм 

В умовах зростання екологічних вимог до 

транспортних процесів доцільно запровадити 

додатковий показник, що дасть змогу брати 

до уваги негативний вплив транспортних 

засобів і вузлів логістичної мережі на довкіл-

ля. Для кожного вузла й маршруту від еле-

мента i  до елемента j  мережі додамо інтер-

вальні оцінки питомих викидів  [ ]jq , 1,j n  

і [ ],іjq  , 1,i j n .  Вони відтворюють можливі 

діапазони утворення викидів унаслідок екс-

плуатації мережі ( 2CO , інших забруднюва-

льних речовин). 

Цільову функцію задачі оптимізації мере-

жі на основі оцінки загального екологічного 

впливу для s -го варіанта побудови мережі 

запропоновано подати в такому вигляді: 

 

3
1 , 1

[ ( )] ( ) min
п n

j ij ij
s Sj i j

k s q s q s
 

    . 

 

Значення показника 3[ ( )]k s  характеризує ді-

апазон рівня екологічного навантаження мережі 

на довкілля. Його використання дасть змогу 

порівнювати різні варіанти топології з погляду 

сталого розвитку та «зеленої логістики». 

 

Модель задачі трикритеріальної 

оптимізації мережі 

У трикритеріальній задачі структурно-

топологічної оптимізації ЛМ з радіально-

вузловою структурою вибір компромісного 

варіанта її побудови os S , що задовольняє 

обмеження 

 

11

1 1

1

1 ,

[ ], {0,1}, , 1, , 1;

1, 1, ;

1 1 1, ;

1 arg min [ ] , 1, ,

ij ij

n

ij
i j

n n n

ij ii
j i j i

ii i

ii ij ij
i j n

s s i j n s

s j n

S s n s

s s i n

s s ij e i j n



  

 

   



  




  

     

      





    

 

здійснюється з одночасною оцінкою за пока-

зниками витрат 1[ ( , )],k s s  часу доставки ван-

тажів 2[ ( )]k s  й екологічного навантаження 

3[ ( )]k s : 
 

*
1 1 1

*
2 2 2

*
3 3 3

[ ( , )] min, ( , )] ,

[ ( )] min, [ ( )] ,

[ ( )] min, [ ( )] ,

s S

s S

s S

k s s k s s k

k s k s k

k s k s k








  


 


  


 

 

де 
*
1k , 

*
2k , 

*
3k  – граничні допустимі значення 
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показників витрат на мережу, її оперативнос-

ті та екологічності. 

У процесі оптимізації для вибору най-

більш ефективного варіанта побудови мережі 
os S  запропоновано використати модель 

теорії корисності, що дає змогу отримувати 

скалярні інтервальні оцінки варіантів: 

 

arg max [ ( )]o

s S
s P s


 .                  (1) 

 

Як оцінку ефективності мережі [ ( )]P s  в 

моделі (1) запропоновано використовувати 

функцію належності нечіткій множині «Най-

кращий варіант»:  

« » { ,[ ( )]Найкращий варіант s P s   ,   (2) 

де [ ( )]P s  – функції належності варіанта 

s S нечіткій множині (2). 

Для поєднання нормованих значень лока-

льних критеріїв запропоновано використову-

вати універсальну функцію, побудовану на 

основі полінома Колмогорова – Габора [7]: 

 
3 3 3

1 1

[ ( )] [ ( )] [ ( )][ ( )],i i ij i j
i i j i

P s s s s
  

         

 

де i ij,   – вагові коефіцієнти локальних 

критеріїв та їх добутків i ij0, 0   , що 

визначають пріоритети в прийнятті рішень 

[20, 26]; l( s )  – функція корисності локаль-

ного критерію lk ( x ) , l i, j .  

Запропонована трикритеріальна модель є 

розвитком двокритеріальної моделі [7] і дає 

змогу зважати не лише на економічні та ча-

сові аспекти, а й на екологічні вимоги сучас-

ної логістики [9, 13]. 

 

Порівняння інтервальних значень 

критерію ефективності 

Розв’язувана задача належить до класу 

дискретних комбінаторних оптимізаційних 

задач, де вхідні дані задані у вигляді інтерва-

лів. У такій постановці порівняння варіантів 

побудови ЛМ ускладнюється, оскільки інте-

рвали оцінок [ ( )]P s  можуть перетинатися, не 

мати спільних точок або частково збігатися 

[21, 22]. 

Для коректного зіставлення рішень запро-

поновано здійснювати порівняння інтервалів 

з використанням узагальненої різниці Хуку-

хари (gH-різниці). 

Нехай для двох варіантів побудови мережі 

,u v S  значення узагальненого критерію 

подані як інтервали [ ( ); ( )]A Р u Р u   і 

[ ( ); ( )]В Р v Р v   у  вигляді ˆ[ ; ]A a a  і 

ˆ[ ; ]B b b  (де ˆˆ,a b , ,a b  – центри й радіуси 

інтервалів A  і B ): 

 

ˆ [ ] / 2a a a   , [ ] / 2a a a   , 

ˆ [ ] / 2b b b   , [ ] / 2b b b   . 

 

Узагальнену різницю інтервалів  А  і В  
 
   

визначено за таким співвідношенням: 
  

[min{ ; };

ˆˆmax{ ; ] ( ; ).

gH
A B a b a b

a b a b a b a b

    

   

  

    
 

 

На її основі обчислюється індекс порів-

няння інтервалів ,
ˆˆ( ) / ( )A B a b a b    , який 

характеризує міру переваги одного інтервалу 

над іншим за узагальненим критерієм.  

За часткового або повного перетину інте-

рвалів рішення приймається з огляду на до-

даткові умови: перевага надається варіанту з 

меншими втратами в найгіршому випадку; у 

ситуаціях високої невизначеності використо-

вується відношення середнього виграшу до 

можливого ризику [23, 24]. 

Отже, використання узагальненої різниці 

Хукухари та зведеного індексу ,A B забезпе-

чує можливість коректного порівняння аль-

тернативних варіантів топології логістичних 

мереж в умовах інтервальної невизначеності.  

 

Висновки 

Розроблено математичну модель оптимі-

зації логістичних мереж на етапі їх реінжині-

рингу з огляду на інтервальну невизначеність 

вхідних параметрів. На відміну від наявних 

моделей, що здебільшого беруть до уваги 

лише економічні витрати та часові характе-

ристики, запропонована модель розширена 

критерієм екологічного впливу на довкілля. 

Це дає змогу оцінювати варіанти побудови 

мереж не лише з позицій ефективності функ-

ціонування, але й відповідності вимогам су-

часної «зеленої логістики». 

У моделі використано інтервальне подан-

ня вхідних даних, систему обмежень, що 

визначає трирівневу структуру централізова-

ної мережі, а також локальні критерії витрат, 

оперативності та екологічного впливу мережі 

на навколишнє середовище. Для вибору ком-

промісного варіанта застосовано узагальнену 
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функцію корисності, що дає змогу інтегрува-

ти результати багатокритеріальної оптиміза-

ції. Запропонований алгоритм порівняння 

інтервальних значень на основі узагальненої 

різниці Хукухари забезпечує можливість 

коректного зіставлення альтернативних рі-

шень і підвищує достовірність прийняття 

рішень у ситуаціях невизначеності. 

Практичне використання моделі сприяє 

зменшенню логістичних витрат і часу доста-

вки, водночас зважаючи на екологічні обме-

ження та знижуючи рівні викидів. Це забез-

печує формування стійких рішень, здатних 

адаптуватися до змін зовнішніх умов функ-

ціонування мереж. Подальший розвиток ро-

боти може бути пов’язаний з упровадженням 

у моделі додаткових критеріїв, зокрема на-

дійність чи живучість, а також із розроблен-

ням ефективних обчислювальних методів 

для оптимізації великих логістичних систем 

в умовах інтервальної невизначеності.  
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Mathematical Model of Ecological and Economic 

Optimization of Logistics Networks  

Abstract. Problem. Modern logistics systems operate 

under increasing environmental requirements and 

business social responsibility. Traditional optimiza-

tion approaches mainly consider economic and time 

criteria, while ecological aspects remain insufficient-

ly addressed. Moreover, input parameters such as 

demand, tariffs, and environmental indicators are 

often uncertain, which complicates the use of clas-

sical models. This determines the need for mathemat-

ical tools capable of integrating economic, time, and 

ecological indicators simultaneously under interval 

uncertainty. Goal. The aim is to improve the efficien-

cy of reengineering centralized logistic networks by 

developing a model of multi-criteria optimization 

that incorporates interval-based parameters. Metho-

dology. The development of the model used the me-

thodology of system design of territorially distributed 

objects, methods of multi-criteria optimization, utility 

theories, and decision-making. To compare solution 

options with vaguely specified input data, the appa-

ratus of interval mathematics was used. Results.  

A mathematical model of three-criteria optimization 

has been developed, which allows minimizing costs, 

reducing delivery time, and decreasing environmen-

tal impact simultaneously. The algorithm ensures 

proper ranking of alternatives and increases the 

reliability of decision-making. Originality. Unlike 

most existing models, the proposed approach simul-

taneously considers economic, time, and ecological 

criteria under interval uncertainty, allowing evalua-

tion of networks not only in terms of efficiency but 

also in compliance with “green logistics” require-

ments. Practical value. The application of the model 

ensures the resilience of logistics networks to 

changes in external conditions, reduces costs and 

emissions, and contributes to the sustainable devel-

opment of transportation systems. 

Key words: multi-criteria optimization, interval un-

certainty, logistics network, decision making, reengi-

neering, topological structure. 
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