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Анотація. У роботі подано  приклад застосування спеціальної функції Ламберта для 

розв’язання задач балістики матеріального тіла, коли враховується опір газоподібного (повіт-

ряного) середовища. Розглянуті фізико-механічна й математична моделі, що адекватно опису-

ють основні параметри квадратичного (за швидкістю руху точки) опору середовища в межах 

наближення пологої (настильної) траєкторії. Отримані в роботі результати можуть бути на-

далі використані для вдосконалення й уточнення інженерних методів розраховування   в задачах 

зовнішньої балістики матеріального тіла з огляду на  квадратичний (за швидкості руху) опір 

повітряного середовища. 
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Вступ 

Задачі балістики матеріального тіла нале-

жать до класичних. Протягом багатьох років 

їх традиційно розглядають  у підручниках з 

теоретичної механіки в розділі динаміки ма-

теріального тіла. Але інтерес до цих задач 

пов’язаний не тільки з навчальним процесом, 

але й з численними застосуваннями їх у різно-

манітних галузях людської діяльності: це роз-

рахунки точності стрільби різними видами 

боєприпасів у військовій справі, аналіз ефек-

тивності використання спеціального облад-

нання будівельної індустрії у задачах торкре-

тування бетонних сумішей, пневмосепару-

вання зернових сумішей у сільськогосподар-

ському виробництві, дослідження динаміки 

частинок розпилених струменів під час поже-

жогасіння й зрошування рослин, розраху-

вання  переносу дрібнодисперсних частинок 

повітряними потоками в  екології, тощо в ци-

вільних сферах. Тому задачі балістики матері-

ального тіла розглядають не тільки під час ви-

вчення дисципліни  Теоретична механіка, але 

й у спеціальній літературі.  

На відміну від відомих досліджень, для 

розв’язання  задач балістики матеріального 

тіла в межах спрощених рівнянь руху для 

пологих (настильних) траєкторій застосову-

ється спеціальна функція Ламберта. За-

вдяки цьому й створеним у [1] таблицям цієї 

функції суттєво спрощуються процеси розра-

хування  параметрів траєкторії руху, зокрема 

її горизонтальної протяжності, часу польоту 

тощо. 

 

Аналіз публікацій 

Задачі балістики матеріального тіла розг-

лянуті в курсах теоретичної механіки [2, 3], а 

також у спеціальній літературі [5–9]. Проте, 

на відміну від цитованих вище  джерел літе-

ратури, у цьому дослідженні, як і в [1], для 

розв’язання спрощених рівнянь руху матеріа-

льного тіла в задачах балістики для пологих 

траєкторій використані властивості спеціаль-

ної функції Ламберта, що й дозволяє суттєво 

спростити алгоритм розрахування параметрів 

траєкторії руху пологого (настильного) типу.  

 

Мета та постановка завдання 

Мета роботи полягає в обґрунтуванні мо-

делі руху матеріального тіла для пологих тра-

єкторій у задачах зовнішньої балістики й у ви-

значенні основних параметрів таких типів 

траєкторій руху під час застосування 
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спеціальної функції Ламберта, на відміну від 

відомого розв’язку Дідіона [4].  

 

Виклад основного матеріалу 

Систему диференціальних рівнянь, які 

описують рух матеріального тіла в спокій-

ному газоподібному середовищі (повітрі) з 

квадратичним опором, можна записати так  

[1, 2]: 
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тобто система записана в прямокутній системі 

координат XOY. Тут, у (1), введені такі позна-

чення: −K коефіцієнт парусності, =][K м-1; 

−g прискорення вільного падіння  

( =g 9,81м/с2).  

 

Систему (1) доповнюємо початковими 

умовами: 
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де −0 кут нахилу вектора початкової швид-

кості руху 0v


 до горизонту. 

 

Орієнтуючись на отримання замкненого 

аналітичного наближеного розв’язку задачі 

балістики матеріального тіла, надалі обмежи-

мось кутами .200 0
0   Таке обмеження до-

волі часто спостерігається у практичній діяль-

ності: 

 

        .)(, 2/12222 xyxyx  +       (3) 

                                    

Тому, замість (1), надалі будемо розв’язу-

вати спрощену систему диференціальних рів-

нянь для пологих (настильних) траєкторій 

руху матеріального тіла: 

 

             {
�̈� + 𝐾 ⋅ �̇�2 = 0;
�̈� + 𝐾 ⋅ �̇� ⋅ �̇� = −𝑔

                (4)                                           

 

за початкових умов (2). 

Розв’язок спрощеної задачі Коші (4), (2) 

можна записати так: 

 

             );1ln(
1

)( 1 tvK
K

tx +=         (5)                                       

      

( )

( ) .11
)2(

1ln)(

2

12

1

2

1

−+


−

−+=

tvK
vK

g

tvKbty

  (6)                       

 

де −t час, 

−== 002001 sin,cos  vvvv  проєкції век-

тора початкової швидкості тіла 0v


 на осі OX 

та OY, отже: 
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Для )(txvx =  й )(tyv y =  з (5) та (6) ма-

ємо: 
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Оскільки залежності (5) та (6) визначають 

рівняння траєкторії руху матеріального тіла в 

параметричному виді ))();(( tyytxx == , тоді 

для пошуку рівняння траєкторії руху в явному 

виді, тобто як ),(xyy =  варто  скористатись 

таким  співвідношенням: 
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Використовуючи розв’язки (5) та (6), ство-

римо залежність )(yxx =  (тобто інверсію 

співвідношення (9)) за допомогою спеціаль-

ної функції Ламберта [1]. Введемо для цього 

позначення: 

оскільки  ),exp(2 −−−= Wz  тоді 
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Тоді вираз (6) можна перетворити до фо-

рми 
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          ).(ln 22 y −=−=−           (11)                                           

 

Розв’язками рівняння (11) є такі: 

 

             ( ))exp(1
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й                                                                     (12) 

            ( ),)exp(2
2  −−−= W                   

         

де −)(1 W головна гілка; −)(2 W допоміжна 

гілка функції Ламберта [1], що табульована в 

цій роботі.  

 

З огляду на (5) маємо: 
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До речі, у [1] наявні помилки (наприклад, 

у співвідношенні (14)), які в цьому  дослі-

дженні виправлені. 

У точці максимуму (найвища вздовж осі 

OY точка траєкторії польоту, тобто eyy = ) 

для exx =  маємо: 
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Зі співвідношень (13), (14) випливає ком-

пактна формула для обчислення горизонталь-

ної дальності польоту exx * : 
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Тут, у (16) введене таке позначення: 
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     (17)                         

 

−−= *yh висота падіння матеріального тіла. 

Розв’язок (5) можна використати й для іде-

нтифікації коефіцієнта парусності ,K  але во-

дночас необхідно  виміряти тривалість (час) 

польоту частинки *t на відстань .*x  Тоді з (5) 

маємо: 

 

            ( ).1ln *1* tvKxK +=       (18)   

                                          

Отже:  

          𝑡* =
1

𝐾⋅𝑣1
⋅ (𝑒𝑥𝑝(𝐾 ⋅ 𝑥*) − 1)        (19)                                      

 

якщо відомі параметри руху .,, *1 xvK  

Співвідношення (18) можна записати 

так: 
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Розглянемо приклади, які відтворюють 

особливості роботи пристрою для здійснення  

торкретробіт з бетонною сумішшю та розки-

дача мінеральних добрив.  

Приклад 1. Задаємо початкову швидкість 

польоту середньої частинки бетонної суміші  

200 =v м/с за умови, що  , 
0

0 15=
, 
 та послі-

довно три значення коефіцієнта парусності: 

=K 0,098; 0,294; 0,98 м-1.  

Для них, якщо  ,0=h отримаємо ,*x  які за-

значені  в табл. 1. Таке визначення  задачі не-

обхідне  для моделювання та аналізу польоту 

фракційної складової бетонних сумішей під 

час  здійснення торкретробіт. 
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Таблиця 1 – Результати розрахунків 

фракційної складової бетонних сумішей з 

огляду на  опір повітря  
,K  

м-1 

 м *   )exp( *2 −−W  ,*x

м 

0,098 2,049 1,432 -2,236 9,70 

0,294 0,531 2,088 -3,250 5,31 

0,980 0, 

143 

3,090 -4,650 2,33 

 

Під час аналізу результатів розрахунків, 

наведених  у Таблиці 1, було визначено,  що в 

цьому випадку врахування опору повітря є до-

волі суттєвим. 

Приклад 2. Частинки вилітають з розки-

дача мінеральних добрив так, що 41 =v м/с; 

12 =v м/с. Визначимо за (16), як будуть відрі-

знятись дальності польоту двох частинок, 

якщо у першої 074,01 == KK м-1, а у другої 

136,02 == KK м-1, водночас 8,0=h м. 

Результати розрахунків для зазначених ви-

хідних даних подані в таблиці 2. 

 

Таблиця 2 – Результати обчислення *x , 
 

якщо ,17
2

2
2

10 =+= vvv  м/с 

,K  

м-1 

,b  м *   )exp( *2 −−W  ,*x  

м 

0,074 29,681 1,029 -1,259 1,95 

0,136 9,206 1,092 -1,492 1,86 

 

Приклад 3. Використовуючи формулу (18), 

визначимо коефіцієнт парусності частинки, 

якщо 319,1915cos20 0
1 ==v  м/с; =*x 9,70 

м; 838,0* =t  с. Здійснивши розрахування, 

отримаємо:  

 

𝜍 = 1,111;⬚ 𝑒𝑥𝑝( − 𝜍) = 0,329;⬚ 
𝑊2[− 𝑒𝑥𝑝( − 𝜍)] = −1,550; 

 

098,0=K  м-1, тобто отримали таке саме 

значення ,K  як і в попередньому прикладі. 

Крім того, використовуючи співвідно-

шення (9), можна легко знайти поточне зна-

чення кута нахилу ( ) дотичної до траєкторії 

руху частинки співвідносно горизонту, що до-

зволяє визначити   для миттєвого значення 

швидкості руху v  з горизонтальним напрям-

ком: 
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Тоді для   маємо (з урахуванням (5)): 
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Отже, кут  , який складає вектор миттє-

вої швидкості v  руху частинки з горизонтом 

у кінцевий момент руху ( **, ttxx == ) дорів-

нює: 
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Оскільки у найвищій точці траєкторії руху 

частинки ( ee ttxx == ; ) кут  = 0, то можна 

знайти безпосередньо значення exx =  та 

ett =  з таких співвідношень: 
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Висновки 

Обґрунтовані фізико-механічна й матема-

тична моделі, які адекватно описують параме-

три й особливості руху матеріального тіла/ча-

стинки, що рухається вздовж пологої (насти-

льної) траєкторії, коли враховані сили опору 

повітряного середовища, які пропорційні ква-

драту швидкості руху частинки. Для більш 

точного аналізу параметрів траєкторії руху 

,b
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використана спеціальна функція Ламберта, 

яка протабульована в [1] або може бути роз-

рахована за допомогою ПЕОМ [10].  

 Отримані в роботі результати надалі мо-

жуть бути використані для вдосконалення й 

уточнення інженерних методів розрахування  

в задачах зовнішньої балістики матеріального 

тіла за умови  врахування квадратичного (за 

швидкості руху) опору повітряного середо-

вища, а також під час  проєктування й конст-

руювання обладнання, призначеного для тор-

кретробіт, пневмосепарування зернових сумі-

шей у сільськогосподарському виробництві, 

дослідження динаміки частинок розпилених 

струменів у процесі  пожежогасіння, зрошу-

вання рослин, розкидання мінеральних доб-

рив (сільськогосподарське виробництво), у 

розрахунках перенесення  дрібнодисперсних 

частинок повітряними потоками в екології 

тощо. 
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Application of the Lambert function in the 

analytical solution of ballistics problems for flat 

flight trajectories of a material body, taking into 

account the gaseous (air) medium 

Annotation. The paper describes the use of a special 

Lambert function for solving problems of ballistics of 

a material body, when the resistance of a gaseous (air) 

medium is taken into account. A model of quadratic 

(based on the speed of movement of a body) resistance 

of the medium within the limits of an approaching flat 

trajectory is considered.  

Problem. Problems of ballistics of a material body are 

considered in courses of theoretical mechanics, as 

well as in specialized literature. But, in addition to the 

cited literature, this research, like [4], for unraveling 

the simplified level of the material body in the 

problems of ballistics for flat trajectories of the power 

of a special function Lambert, which allows us to 

essentially simplify the algorithm for developing the 

parameters of the trajectory of a gentle slope (floor) 

type. Goal. The goal of the work is based on a framed 

model of a material body for flat trajectories in 

problems of modern ballistics on this basis, using a 

special Lambert function, to be controlled by a visible 

decoupling Didion, the determination of the main 

parameters of these types of crash trajectories. 

Methodology. Physic, mechanical and mathematical 

models are constructed that adequately describe the 

parameters of the collapse of a material body/particle 

that collapses along a flat trajectory when the wind is 

not supported , which are proportional to the square 

of the fluidity of the particles. For a more manual 

description of the parameters of the trajectory of the 

motion, there is a special Lambert function, which is 

tabulated in [1], or can be expanded with the help of 

computer in the middle of “Maple 8”. Practical value. 

The results obtained in the work can be used to 

improve and clarify engineering methods of 

calculation in problems of external ballistics of a 

material body, taking into account the quadratic (in 

terms of movement speed) resistance of the air 

environment. 

Key words: analytical approach, solution, 

simplification of the equation of motion, material 

body, air environment, ballistics, drag quadratic in 

terms of the speed of movement, problems of external 

ballistics, flat trajectories of movement. 
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