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Анотація. Використання універсальних законів природи як основи та матричного формалізму 

як методу отримання принципів механіки дозволяє застосувати відмінні від традиційних під-

ходи до методики викладання основних понять, концепцій і  принципів механіки рідини й газу. 

Запропонований підхід використовує модель суцільного середовища, але враховує його внутрі-

шню динаміку через  процедуру згортання багатовимірного фазового простору.  
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Вступ 

Розвиток сучасних підходів до викладан-

ня фізико-математичних дисциплін у закла-

дах вищої освіти має певні принципові тен-

денції. Вони тяжіють до підвищення рівня 

формалізації, що, по-перше, є важливим чин-

ником для формулювання й отримання зага-

льних законів з універсальних законів при-

роди; по-друге, дозволяють застосування 

спільних підходів до синтезу складних меха-

нізмів і процесів, які мають різну фізичну 

основу; по-третє, органічно поєднують нау-

кову й інженерну діяльності майбутніх фахі-

вців, що має безпосередній зв’язок з викори-

станням комп’ютерних технологій і штучно-

го інтелекту.  

Формалізація передбачає використання й 

вдосконалення матричних методів, які є не-

обхідним елементом математичного моделю-

вання фізичних явищ у багатовимірних або 

навіть нескінченновимірних просторах. 

За допомогою матричних методів підвищу-

ється  рівень абстрактного мислення.   

Під час вивчення механіки рідини й газу в 

технічних закладах вищої освіти переважно 

використовують  моделі суцільного середо-

вища з використанням звичних класичних 

понять кількості руху, сили та напруження, 

які записуються у векторному і тензорному 

вигляді. Такий підхід з формально математи-

чного погляду не враховує особливості мо-

лекулярної будови середовища. Кінетична 

теорія, яка побудована на теорії ймовірнос-

тей та математичній статистиці, складніша 

для сприйняття й обмежує використання 

матричних методів. У роботі пропонується 

враховувати молекулярну будову середови-

ща через згортання багатовимірного фазово-

го простору механічної системи, якою є час-

тка середовища, у фазовий простір частки як 

матеріальної точки.  

У процесі отримання рівнянь руху рідини 

й газу з канонічних рівнянь механіки, а та-

кож рівнянь балансу кількості руху основою 

є універсальний закон збереження матерії, 

який о поширюється на субстанції в абстрак-

тних багатовимірних просторах без обме-

жень на їхні властивості.  

Підвищення рівня абстракції у зв’язку з 

розвитком фізико-математичних методів, 

рівня їхнього викладання в технічних закла-

дах вищої освіти на сьогодні є більше пере-

вагою, ніж  недоліком через  застосування 

математичного моделювання для розв’язання 

складних інженерних задач. Абстрактні об-

рази фізичних процесів є спільною рисою 

людського та штучного інтелектів, усвідом-

лення цього підвищує ефективність викорис-

тання останнього. Важливим елементом вза-

ємодії зі штучним інтелектом є матричний 

формалізм як мова образів. 

 

Аналіз публікацій 

Загальноприйнятий підхід до викладання 

механіки рідини й газу в технічних закладах 

вищої освіти передбачає використання різ-

номанітних  інтегральних (рівняння балансу 

певної субстанції у фізичному тривимірному 

просторі) та диференціальних принципів 

механіки [4, 6].  

Як основу використовують  модель су-

цільного середовища, яка не враховує внут-

рішню мікроскопічну будову його окремих 

часток. Здійснення векторного та тензорного 

аналізів дозволяє отримати інваріантне рів-

няння руху [1, 3]. Вплив мікроскопічних фа-

кторів враховується використанням емпірич-

них або напівемпіричних формул.  
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Існує можливість перейти від дискретної 

моделі систем матеріальних точок, в якій 

здебільшого використовуються багатовимір-

ні системи координат (простір конфігурацій і 

фазовий простір), до моделі суцільного сере-

довища у вигляді, наприклад, абстрактної 

фазової рідини.  Функцію розподілу вірогід-

ності пошуку системи в певній області від-

повідного простору через відсутність обме-

жень на кількість таких систем можна розг-

лядати як густину цієї рідини [2,5].  

Універсальні закони природи, зокрема за-

кон збереження матерії, можна  використо-

вувати в абстрактних просторах для аналізу 

руху суцільного середовища без обмежень на 

його властивості та на вибір субстанції як 

різновиду матерії [1].  

Використання матричного апарату дозво-

ляє здійснити процедуру згортання багато-

вимірного простору в тривимірний фізичний 

простір і визначити механізми впливу внут-

рішньої динаміки частки середовища на її 

макроскопічний рух [2].  

 

Мета та постановка завдання 

Мета цього дослідження полягає у вивчен-

ні й обґрунтуванні переваг матричних методів 

для отримання рівнянь руху рідини й газу з 

канонічних рівнянь механіки через викорис-

тання моделі суцільного середовища у фазо-

вому та фізичному просторах. Дослідження 

спрямоване на демонстрацію зв’язку між вну-

трішнім мікроскопічним і макроскопічним 

рухом рідин і газів, а також визначення мож-

ливостей  матричного формалізму щодо мо-

делювання та використання комп'ютерних 

засобів. 

Методологічною основою для вибору мат-

ричних методів є застосування тензорного 

аналізу та його узагальнень для моделювання 

руху рідин і газів у фізичному та фазовому 

просторах.  

Основним завданням  є застосування мат-

ричного формалізму для отримання системи 

рівнянь руху рідини й газу з канонічних рів-

нянь механіки та закону збереження матерії, 

тобто  рівнянь балансу кількості руху. Рівнян-

ня балансу, яке містить густину субстанції f  

в об’ємі частки середовища V , потік субста-

нції F  вздовж поверхні частки S , а також 

інтенсивність джерела субстанції j , може 

розглядатися в різних контекстах, залежно від 

вибору простору та характеристик середови-

ща: 

 

.

V S V

d
fdV d jdV

dt

 
  = +
 
 
  F S  

 

Ліва частина рівняння визначає швидкість 

зміни кількості певної субстанції в об’ємі 

частки середовища. Ця зміна відбувається 

внаслідок притоку субстанції через спільну 

границю об’єму та зовнішнього оточення або 

надходження з внутрішніх джерел. Конкрет-

ний зміст потоку й інтенсивності джерела 

враховує фізичні особливості моделі й інварі-

антний тип рівнянь.  

 

Матричний формалізм і  

рівняння руху суцільного середовища 

Скористаємося перевагами моделі суціль-

ного середовища. Традиційно поділимо  сере-

довище на нескінченно малі об'єми, але буде-

мо мати на увазі, що кожна така частка скла-

дається з матеріальних точок (молекул). Зв'я-

зок між положеннями часток середовища та 

матеріальними точками, з яких вони склада-

ються,  можна записати так: 

 

( ), ,t=r r q  

 

де r  – радіус-вектор у просторі конфігу-

рацій системи точок, а q  – радіус-вектор 

центра мас частки. 

Величина часу наявна у формулі через  

статистичні флуктуації (випадкові відхилен-

ня) положень окремих точок системи. 

Узагальнений імпульс частки можна запи-

сати як 

 

,= +p Gq p  

 

де матриця 

 

.m
 

= = +
 

r r
G M I G

q q
 

 

Складова mI , де I  – одинична матриця, 

що відповідає руху частки  як єдиного цілого, 

а складова G  відповідає її внутрішньому 

руху, тобто руху матеріальних точок у супут-

ній системі координат, пов’язаній із центром 

мас. Через невелику  частку останньої складо-

вої  ми не будемо її використовувати. 

Складова узагальненого імпульсу частки, 

яка враховує статистичні відхилення в русі 

матеріальних точок, визначається за форму-

лою 
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.m =p u  

 

Відносна швидкість 

 

.
m t

 
 =

 

r M r
u

q
 

 

Рівняння руху частки густиною   у прос-

торі конфігурацій можна отримати безпосере-

дньо з канонічних рівнянь механіки 

 

,

.

H

H


=



= −



q
p

p
q

 

 

Функція Гамільтона складається з кінетич-

ної і потенціальної енергії частки і має такий 

загальний вигляд: 

 

( ) ( ) ( )11
, .

2
H mV t−= − − +p a G p a q  

 

Після внесення відповідних величин отри-

муємо рівняння 

 

,
V

  


= − −


u u
q

 

 

де =u q  – швидкість частки, а V  – питомий 

(з розрахунку на одиницю маси) потенціал. 

Якщо вважати потенціал скалярним полем 

( )V V= r , а  швидкість часток середовища 

векторним полем ( ), t=u u r , то останнє стає 

рівнянням руху середовища. 

 

Густина як джерело гравітації   

Скалярний потенціал V  можна вважати 

фундаментальним, бо він з’являється природ-

ним способом  під час отримання рівнянь 

руху. Варто зазначити, що у випадку суціль-

ного середовища функцію ознаки матеріаль-

ності здійснює густина  , вона на відміну від 

нескінченно малої маси часток є кінцевою  

величиною і підпорядковується рівнянню 

нерозривності, яке виражає закон збереження 

маси як диференціальне: 

 

0.
d

dt





+ =


u
r

 

Відповідно до цього густину можна вважа-

ти зарядом або джерелом фундаментальної 

взаємодії, тобто 

 

4 0,f 


− =


F
r

 

 

де вектор потоку, який можна утворити за 

допомогою градієнта, є питомою силою: 

 

.
V

= −


F
r

 

 

Таким чином, якщо точка знаходиться в 

середовищі, гравітаційний потенціал задово-

льняє рівнянню Пуассона: 

 

4 0,V f  − =  

 

де 

2
 

 =  
 r

 – оператор Лапласа, а f  – 

певна фундаментальна стала. Відповідно до  

рівняння,  ця стала є гравітаційною. 

 

Матричний формалізм і рівняння  

балансу кількості руху суцільного  

середовища  

Розглянемо рівняння балансу кількості ру-

ху суцільного середовища з огляду на рівнян-

ня нерозривності: 

 

,j


= +


u P
r

 

 

де потік кількості руху P  називається тензо-

ром напружень. 

Якщо порівняти праві частини рівнянь ба-

лансу кількості руху та рівняння руху середо-

вища, то стає зрозумілим, що інтенсивність 

джерела 

 

,
V

j 


= −
r

 

 

а дивергенція тензора напружень або приплив 

кількості руху до частки суцільного середо-

вища здійснюється через  зміну функції роз-

поділу статистичних відхилень і, відповідно, 

кількості співвідносного руху на мікроскопіч-

ному рівні: 

 

.


=


P u
r
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Тензор напружень має підпорядковуватися 

умовам коваріантності та  складатися з добут-

ку скаляра на тензор і тензорного добутку 

двох векторів. 

Будемо вважати ізотропне середовище іде-

альним, якщо тензор напружень визначається  

через одиничний тензор, тобто 

 

,p= −P I  

 

де p  – скалярна функція, що має розмірність 

сили, яка діє на одиницю площі. Такі величи-

ни називають напруженнями, а сили, які вони 

визначають, поверхневими. Отже, отримуємо 

рівняння руху ідеальної рідини: 

 

.
V p

 
 

= − −
 

u
r r

 

 

Крім того, за формулою Гауса-

Остроградського отримуємо рівняння 

 

( )
,

p dp



−
− =


 S

r
 

 

де   – об’єм частки. Інтеграл вздовж поверх-

ні частки можна розглядати як рівнодіючу сил 

тиску, спрямованих вздовж нормалі до повер-

хні, а ліву частину рівняння як рівнодіючу, що 

діє на одиницю об’єму середовища. 

Дотичні напруження так само  пов’язані з 

нерівномірністю розподілу швидкостей, тобто 

тензор напружень повинен мати складову, що 

залежить від вектора швидкості та вектора 

градієнта. Найбільш загальний вид  цього 

зв’язку відповідає узагальненому закону 

Ньютона: 

 

,p  
  

= − + + 
  

u
P u I

r r
 

 

де   – динамічний коефіцієнт в’язкості, а  

  – коефіцієнт об’ємної в’язкості. 

Отже, рівняння руху реального (в’язкого) 

середовища можна записати так: 

 
2

1
,

V p
 



       
= − − + +   

       
u u u

r r r r r

 
де кінематичний коефіцієнт в’язкості 

 

,





=  

 

а кінематичний коефіцієнт об’ємної в’язкості  

.
 




+
=  

 

Висновки 

Визначено, що матричний метод, який у по-

передніх роботах [1, 2, 3] був застосований до 

класичної і релятивістської механіки, дозволяє 

врахувати молекулярну будову середовища 

через згортання багатовимірного фазового 

простору механічної системи, якою є частка 

середовища, і скористатись цим для отри-

мання рівнянь руху рідини й газу з канонічних 

рівнянь класичної механіки та рівнянь балансу 

кількості руху середовища.  

Поєднання канонічних рівнянь як результату 

застосування закону збереження матерії у ви-

гляді рівняння балансу у фазовому просторі та 

рівняння балансу кількості руху у фізичному 

просторі дозволяє визначити зв’язок між макро-

скопічним і мікроскопічним рухами середови-

ща, а також математичну структуру рівнянь 

руху рідини й газу.  

Запропонований метод дозволяє в межах 

стандартної для технічних закладів вищої освіти 

математичної підготовки ефективно формалізу-

вати рівняння руху рідини й газу та записати їх 

як інваріантні. З огляду на інваріантність можна 

отримати як фундаментальні закони (закон все-

світнього тяжіння), так і часткові (узагальнений 

закон Ньютона).  
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Matrix methods and teaching the fundamentals of 

fluid and gas mechanics in higher education insti-

tutions 

Abstract. Problem. The instruction of physical and 

mathematical disciplines in higher education institu-

tions employing cutting-edge methods and universal 

approaches, which seamlessly integrate scientific 

and engineering activities of future specialists, re-

mains one of the pertinent and priority tasks. 
The utilization of multidimensional or even infinite-

dimensional spaces has become an effective and 

nearly indispensable tool in mathematical modeling 

of physical phenomena. This circumstance is directly 

linked to the increasing level of abstraction and the 

refinement of mathematical methods. The use of 

geometric methods inherent in vector algebra and 

vector analysis as the foundation for studying me-

chanics, despite their illustrative nature, is losing its 

relevance. Methods built upon matrix formalism are 

evolving as substitutes. The matrix framework ena-

bles the exploitation of phase space advantages to 

derive canonical equations of motion for continuous 

media and electromagnetic field equations in covari-

ant forms. The electromagnetic potential acquires 

mechanical significance, allowing the utilization of 

electromechanical analogies at a fundamental level 

rather than on a merely formal basis, as done in 

classical electrodynamics. Goal. The aim of this 

research is to study and justify the advantages of 

matrix methods for deriving equations of motion for 

fluids and gases from the canonical equations of 

mechanics by utilizing a continuum model in phase 

and physical space. The research is directed towards 

demonstrating the connection between the internal 

microscopic and macroscopic motion of fluids and 

gases, as well as highlighting the potential of matrix 

formalism both in terms of modeling and the utiliza-

tion of computational tools. Methodology. The meth-

odological basis for selecting matrix methods lies in 

the application of tensor analysis and its generaliza-

tions for modeling the motion of fluids and gases in 

physical and phase space. Results. It has been 

demonstrated that the matrix method, previously 

applied to classical and relativistic mechanics, al-

lows for the consideration of the molecular structure 

of the environment by folding the multidimensional 

phase space of the mechanical system, represented 

by a particle of the medium, and thereby deriving 

equations of motion for fluids and gases from the 

canonical equations of classical mechanics and the 

equations of momentum balance of the medium. 

Originality. The combination of canonical equations 

as a result of applying the conservation law of matter 

in the form of balance equations in phase space and 

momentum balance equations in physical space al-

lows for elucidating the relationship between macro-

scopic and microscopic motions of the medium, as 

well as the mathematical structure of the equations of 

motion for fluids and gases. Practical value. The 

proposed method allows, while remaining within the 

standard mathematical training offered by technical 

educational institutions, to effectively formalize the 

equations of motion for fluids and gases and provide 

them with an invariant form. By guiding oneself 

through invariance, both fundamental laws (such as 

the law of universal gravitation) and partial laws 

(the generalized Newton's law) can be obtained. 

Key words: method of teaching liquid and gas 

mechanics, equations of motion balance, matrix 

methods, canonical equations. 
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