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Анотація. У статті наведено результати досліджень стійкості тришарової циліндричної обо-

лонки. Визначено критичний тиск методом варіаційного обчислення з використанням рівняння 

Ейлера змішаної варіаційної задачі. Враховано фактори, які мають значний вплив на міцність і 

стійкість тришарової циліндричної оболонки, а саме приведений модуль пружності тришарової 

стінки. Унаслідок досліджень, з використанням методів варіаційного обчислення та рівняння 

Ейлера змішаної варіаційної задачі складено рівняння умови рівності внутрішніх і зовнішніх сил 

ортотропної конструкції, яка знаходиться в стані байдужої рівноваги з радіальним переміщен-

ням.  Прийнявши отримане раніше рівняння для радіальних переміщень і підставивши його в 

рівняння потенційної енергії системи на одиницю довжини, отримали рівняння для визначення 

критичного тиску. Отримане аналітичне рішення апробовано для конструкції кранового ходо-

вого колеса, яке має пружну вставку. Розроблено нову методику розрахунку тришарової цилін-

дричної оболонки під дією зовнішнього тиску. 

Ключові слова: тришарова оболонка, зовнішній тиск, модуль пружності, критичний тиск, стій-

кість, кранове колесо. 

 

Вступ 

Багатошарові конструкції значно поши-

рені, тому що питання міцності та зменшення 

ваги машин приводять до необхідності засто-

сування різних нових матеріалів. 

Застосування багатошарових конструкцій, 

в основному тришарових пластин та оболо-

нок, має місце в різних галузях техніки, таких 

як будівництво, суднобудування й авіабуду-

вання, ракетно-космічна техніка й машинобу-

дування. 

Тришарова оболонка, яка розглядається в 

статті, складається з двох зовнішніх міцних 

шарів, які з’єднані за допомогою заповню-

вача. Заповнювачем є матеріал, який має ме-

ншу міцність, ніж зовнішні шари, але забезпе-

чує пружні властивості оболонки. 

 

Аналіз публікацій 

Методика розрахунків багатошарових обо-

лонок на міцність і стійкість на сьогодні не ма-

ють належного розвитку [1, 2]. Шарувато-во-

локниста структура є важливою особливістю 

композитів, тому що характеризується прису-

тністю армованих пружних шарів, які мають 

різні фізико-механічні властивості [3, 4]. Вирі-

шення практичних питань проєктування є акту-

альним у методологічному забезпеченні [5, 6]. 

Динамічні властивості тришарових цилінд-

ричних оболонок залежно від товщини промі-

жного шару досліджуються в роботі [7].  Це 

дозволяє отримувати частоту вібрації триша-

рової конструкції за різних початкових умов. 

Але залишилися невирішеними питання, 

пов’язані з міцністю та стійкістю тришарової 

конструкції. 

Питання міцності тришарової циліндрич-

ної оболонки кінцевої довжини з постійною 

неоднорідністю в температурному полі вирі-

шені в роботі [8]. Дослідження дозволили зро-

бити висновок про причини появи неоднорід-

ності напружено-деформованого стану мате-

ріалів. Але водночас не розв’язано задачу міц-

ності тришарової оболонки за умови змінного 

температурного поля, що пов’язано з 

об’єктивними труднощами рішення такої за-

дачі аналітичними методами. 

Дослідження імпульсної дії навантаження 

на тришарову циліндричну оболонку в пруж-

ному середовищі описано в роботі [9]. Автори 

запропонували механіко-математичну модель 

динамічного демпфування тришарової цилін-

дричної оболонки в пружному середовищі. 

Але не проведений аналіз впливу такого виду 

навантажень на міцність і стійкість самої три-

шарової оболонки. 

Рішення задачі міцності тришарової цилін-

дричної конструкції подане в роботі [10]. Це 

рішення дозволяє визначити напруження в 

оболонці залежно не тільки від її геометрич-

них параметрів, але й модуля зсуву заповню-
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вача, що покращує достовірність проєкту-

вання та експлуатацію таких конструкцій. 

Але залишається невирішеним питання стій-

кості тришарової циліндричної оболонки, не-

зважаючи на те, що для тонкостінних цилінд-

ричних оболонок питання стійкості є першо-

черговими. 

У роботі [11] розглядалися вібраційні хара-

ктеристики багатошарової циліндричної обо-

лонки з підтримувальними кільцями, наванта-

женої внутрішнім тиском, за умови різного за-

кріплення кінців оболонки. Дослідження по-

казало, що наявність підтримувальних кілець 

збільшує частоту власних коливань. Водночас 

не було враховано, що в місцях приварювання 

підтримувальних кілець будуть виникати міс-

цеві напруження, які мають досить великі зна-

чення та вплив на напружено-деформований 

стан циліндричної оболонки. 

Аналіз вібрації тришарової циліндричної 

оболонки з підтримувальними кільцями про-

ведено в роботі [12]. Дослідження показали, 

що частота коливань зменшується із зменшен-

ням відношення довжини оболонки до її раді-

уса. Крім того, було визначено, що частота ко-

ливань зменшується, якщо збільшується тов-

щина центрального шару. Але авторами не 

було враховано місцеві напруження, які вини-

кають у місцях приварювання підтримуваль-

них кілець і вплив цих напружень на статичні 

й динамічні навантаження в роботі таких обо-

лонок. 

У праці [13] на базі теорії пологих оболо-

нок отриманий метод визначення критичного 

зовнішнього тиску для ортотропної та ізотро-

пної циліндричних оболонок. Доведено, що 

швидкість навантаження оболонки суттєво 

впливає на критичний динамічний тиск. Але в 

згаданій роботі для визначення критичного 

тиску не отримано аналітичного значення. 

Метод визначення критичного зовнішнього 

тиску отриманий тільки за допомогою чисель-

ного методу, а це погіршує розрахункову 

практику. Крім того, стійкість багатошарової 

конструкції не розглядалася. 

Розрахунок тришарової циліндричної обо-

лонки з урахуванням повзучості розглянуто в 

роботі [14]. Автори доводять, що повзучість 

середнього шару позитивно впливає на напру-

жено-деформований стан всієї конструкції. 

Проте вплив інших факторів на напружений 

стан циліндричної оболонки не розглядався. 

Отриманий чисельний метод розрахунку, що 

значно зменшує цінність розрахунку. 

Як бачимо з огляду літературних джерел 

[1–14], стійкість тришарової циліндричної 

оболонки під дією зовнішнього тиску авто-

рами не розглядалася. 

 

Мета та постановка завдання 

Метою дослідження є розроблення мето-

дики розрахунку тришарової циліндричної 

оболонки на стійкість, що значно покращить 

розрахункову практику таких конструкцій 

щодо визначення критичного зовнішнього ти-

ску для тришарової циліндричної оболонки.  

Для досягнення мети необхідно виконати 

такі завдання: 

– визначити фактори, що впливають на 

стійкість тришарової циліндричної оболонки; 

– з урахуванням геометричних та пружних 

властивостей шарів оболонки, а також закону 

розподілення зовнішнього тиску визначити 

значення критичного тиску для тришарової 

циліндричної оболонки. 

 

Викладення основного матеріалу 

Для визначення критичного тиску в про-

цесі пружної роботи стінки циліндричної обо-

лонки використовують формулу Мізеса, але 

його теорія в подальшому була доповнена 

[15–17].  

У визначенні критичного тиску використо-

вувався метод варіаційного обчислення із за-

стосуванням рівняння Ейлера змішаної варіа-

ційної задачі. 

Для визначення стійкості тришарової цилі-

ндричної оболонки треба максимально враху-

вати ті фактори, які мають значний вплив на її 

міцність і стійкість.  

По-перше, це приведений модуль пружно-

сті тришарової стінки.  Жорсткість на згин Dh 

замінюємо жорсткістю на згин тришарової 

оболонки з урахуванням деформації зсуву. 

 

𝐷𝑐𝑑𝑣 = 𝐷1 + 𝐷2 + 𝐷3,            (1) 
 

де 

𝐷1 =
𝐸𝛿𝑛1

3

12(1 − 𝜇2)
, 

 

𝐷2 =
𝐸𝛿𝑛2

3

12(1 − 𝜇2)
, 

 

𝐷12 =
2𝐸𝛿𝑛1𝛿𝑛2(ℎ + 0,5𝛿п.с)2

12(1 − 𝜇2)𝛿п.с
, 

 

𝑤 =
𝑚𝜋

𝐿
. 
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Для визначення стійкості тришарової цилі-

ндричної оболонки заміняємо еквівалентну 

товщину стінки сумарною товщиною несучих 

шарів: 

 

( ). 1 20,5n cp n n  = + ,     (2) 

 

де δn1, δn2 – товщини несучих шарів. 

Тоді 

 

𝑝(𝑥) = 𝑝0(1 − 𝑎𝑥2),          (3) 
 

де p(x) – зовнішній тиск, який діє на оболонку. 

У разі радіального стиснення оболонка 

буде мати радіальні переміщення: 

 

𝑤 = 𝜉(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑛𝜑 .            (4) 
 

За умови постійного зростання стиснення 

до pкр робота зовнішнього навантаження пере-

ходить у потенціальну енергію радіального 

тиску. 

Умова рівності робіт внутрішніх і зовніш-

ніх сил ортотропної конструкції, яка знахо-

диться в стані байдужої рівноваги з радіаль-

ним переміщенням: 

 

𝑈 = ∫ Г𝑑𝑥 = 0,
𝐿

0
             (5) 

 

де 

.RdRwxp
2

1

2

1
xm

2

1
Г крxcx 








−+=  

(6) 

 

де mφ – поперечні моменти згину: 

 

𝑚𝜑 = 𝐷(𝑥𝜑 + 𝜇𝑥𝑥), 
 

де xφ – зміна кривизни середньої поверхні в 

коловому напрямку: 

 

𝑥𝜑 = −
1

𝑅
(

𝑑2𝑤

𝑑𝜑2
+ 𝑤). 

 

D i R відповідно – модуль пружності та радіус 

серединної поверхні оболонки, xx – зміна кри-

визни середньої поверхні в напрямку твірної: 

 

𝑥𝑥 = −
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
, 

 

де μ – коефіцієнт Пуассона; 

σx – додаткові осьові нормальні напруження. 

 

𝜎𝑥 = 𝐸𝜀𝑥 , 

де Е – модуль пружності; 

εx – осьова відносна деформація. 

 

𝜀𝑥 =
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= −

𝑅

𝑛2

𝑑2𝜉(𝑥)

𝑑𝑥2
𝑐𝑜𝑠𝑛𝜑. 

 

Після підставлення цих величин отримаємо: 

 

( )
( )

( ) ( )
( )

2 22 222
2 2

4 4 2

1 1
.

2 2 2

h c
kp

D n nd xE R
x p x R

R n dx R


  

 − − 
  = + − 
   

, (7) 

де  

 

𝜃1 =
𝐷ℎ(𝑛2 − 1)2

2𝑅4
, 𝜃2 =

𝐸𝛿𝑐𝑅2

2𝑅4
, 

𝜃3 = (
𝑑2𝜉(𝑥)

2𝑅4 )

2

, 

 

𝜃4 =
(𝑛2 − 1)

2𝑅
. 

 

Отримане раніше рівняння для функції 

прогину тришарової оболонки має вигляд 

[10]: 

 

( ) ( ) ( )2

1 2 04
sin cos 1 ,nk x

n n

n

k
x e C k x C k x p ax

k
 = + + − (8) 

 

де 

𝐶1 =
𝑝0𝛼𝑐𝑜𝑠𝜑

𝑥4(𝛼2 − 𝛽2)
𝑐𝑜𝑠𝛽

𝐿

2
, 

 

𝐶2 =
𝑝0𝛼𝑐𝑜𝑠𝜑

𝑥4(𝛼2 − 𝛽2) (𝑒𝛼
𝐿

2 − 𝑒−𝛼
𝐿

2) 𝑠𝑖𝑛𝛽
𝐿

2

 

 

2
4

2 4 2 2

2,28 33,44

,
33266,89 58923

4

зап t
n

зап t

G R F D
k

ER
G R F D

−

=
 

− 
 

 

 

2

2

2 4 2

103,2 39,71

,
33266,89 58923

2 2

t зап

зап t

D G R F
k

R E
G R F D



 
− 

 =
 

− 
 

 

 

( )
.4

2

.

4
,

1

n cp

t n cp

E

D R





=

+
 

( )
.2

2

.

2 ,
2 1

n cp

зап n cp

E

R hG





=

+
 

 



Вісник ХНАДУ, вип. 99, 2022                                                                                                  

 

57 

2 2

,
2

 


+
=

2 2

.
2

 


−
=

 

𝑘 =

103.2

𝐷𝑡
−

39.71

𝐺зап𝑅2𝐹

2𝜋𝑅2 (
33266.89

𝐺зап
2 𝑅4𝐹2 −

58923

𝐷𝑡
2)

, 

 

 

Розв’язанням рівняння (7) буде: 

( )2

. 2

4 4

1

2

1
2

2 2
,

1

сдв n cp

kp

D n E R
R

R n
p

n

 



 −
+ 

  =
−

  (9) 

 

де 

𝜏1 = 𝛾1 + 𝛾2 + 𝛾3 + 𝛾4 − 𝛾5 − 𝛾6   (10) 
 

𝛾1 =
(𝑒2𝑘𝑛𝐿 − 1)

4𝑘𝑛

(𝐶1
2 + 𝐶2

2), 

 

𝛾2 =
(𝑒2𝑘𝑛𝐿 − 1)[𝑐𝑜𝑠2𝑘𝑛𝐿 − 1] + 𝑠𝑖𝑛2𝑘𝑛𝐿

4𝑘𝑛
𝜃6, 

 
𝜃6 = 𝐶2

2 − 𝐶1
2, 

 

𝛾3 = 2𝐶1𝐶2

(𝑒2𝑘𝑛𝐿 − 1)[𝑠𝑖𝑛2𝑘𝑛𝐿 − 1]

4𝑘𝑛
, 

 

𝛾4 =
𝑝0𝑘(𝑒𝑘𝑛𝐿 − 1)

𝑘𝑛
5

{𝐶1𝜃7 + 𝐶2𝜃8}, 

 
𝜃7 = [𝑠𝑖𝑛𝑘𝑛𝐿 − (𝑐𝑜𝑠𝑘𝑛𝐿) − 1], 

 
𝜃8 = [(𝑐𝑜𝑠𝑘𝑛𝐿 − 1) + 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑛𝐿], 

 

𝛾5 =
𝑎𝑘𝐶1(𝑒𝑘𝑛𝐿 − 1)

𝑘𝑛
5

[𝜃9𝑠𝑖𝑛𝑘𝑛𝐿

− 𝜃10(𝑐𝑜𝑠𝑘𝑛 − 1)], 
 

𝜃9 = 𝐿2 −
1

𝑘𝑛
, 𝜃10 = 𝐿2 +

1

𝑘𝑛
, 

 

𝛾6 =
𝑎𝑘𝐶2(𝑒𝑘𝑛𝐿 − 1)

𝑘𝑛
5 𝜃11 − 𝜃12, 

𝜃11 = [(𝐿2 −
1

𝑘𝑛
) (𝑐𝑜𝑠𝑘𝑛𝐿 − 1) (𝐿2

+
1

𝑘𝑛
) 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑛𝐿], 

𝜃12 =
𝑘2𝑝0

2𝐿

𝑘𝑛
8 (

𝑎𝐿2

3
− 1), 

 
𝜏2 = 𝛾7 − 𝛾8 + 𝛾9 + 𝛾10 − 𝛾11,     (11)

 𝛾7 = 𝐶1
2𝑘𝑛

3(𝑒2𝑘𝑛𝐿 − 1)[1 + 2(𝑐𝑜𝑠2𝑘𝑛𝐿 − 1) + 𝜃13], 

𝜃13 = 𝑠𝑖𝑛2𝑘𝑛𝐿, 

𝛾8 = 𝐶1𝐶2𝑘𝑛(𝑒2𝑘𝑛𝐿 − 1)[𝑠𝑖𝑛2𝑘𝑛𝐿 − (𝑐𝑜𝑠2𝑘𝑛𝐿 − 1)], 

𝛾9 =
4𝑘2𝑎2𝑝0

2𝐿

𝑘𝑛
8 , 

𝛾10 = 𝐶2
2𝑘𝑛

3(𝑒2𝑘𝑛𝐿 − 1)[1 + 2(𝑐𝑜𝑠2𝑘𝑛𝐿 − 1)

+ 𝜃14], 

𝜃14 = 𝑠𝑖𝑛2𝑘𝑛𝐿, 

𝛾11 =
8𝑘𝑎𝑝0

𝑘𝑛
3 (𝑒2𝑘𝑛𝐿 − 1)𝐶2[𝑠𝑖𝑛𝑘𝑛𝐿

− (𝑐𝑜𝑠𝑘𝑛𝐿 − 1)]. 
 

Отримане аналітичне рішення для визна-

чення критичного зовнішнього тиску для три-

шарової циліндричної оболонки, що перебу-

ває під дією зовнішнього тиску. 

Проведемо розрахунки для тришарової 

оболонки (рис. 1–3) з такими параметрами: 

R=100 мм, L=80 мм, матеріал зовнішніх шарів 

чавун СЧ 18–36 з модулем пружності 

Е=1,4х105 МПа. 

 

1
2

3
 

 

Рис. 1. Колесо ходове кранове з пружним кіль-

цем, розташованим в ободі: 1 – обід; 2 – 

пружне кільце (еластична, гумова вставка); 

3 – маточина 

 

Матеріал внутрішнього шару – гумова су-

міш 7–7130 з модулем пружності 

Eзап=80,1 МПа, h=20 мм, δn1=22 мм, δn2=45 мм. 

З рівняння (9) перший складник набагато 

більший, ніж другий, тому в інженерних роз-

рахунках для спрощення можна враховувати 

тільки перший складник і тоді отримаємо 
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pкр=1267 МПа. Для кранових ходових коліс 

допустимий тиск на колеса приймається у ме-

жах 250 МПа, тобто маємо запас стійкості 

рейки nc=1267/250=5,1. Як бачимо, запас стій-

кості більш ніж достатній. 

Для проведення подальших досліджень 

було запропоновано ходове колесо з пружним 

кільцем [18]. Раніше проведені експерименти 

показали, що таке колесо має низку переваг 

порівняно із суцільними колесами [19]. 

Пружне кільце (еластична, гумова вставка) 

(рис. 2) має ступінчасту форму, яка входить в 

пази, нарізані на внутрішній поверхні колеса 

(рис. 3). 

 

 
 

Рис. 2. Пружне кільце (еластична, гумова 

вставка) 

 

 
а                                             б 

 

Рис. 3. Конструкція ходового кранового ко-

леса з пружним кільцем (еластичною, гу-

мовою вставкою): а – обід; б – маточина 

 

Завдяки заповнювачу завтовшки h триша-

рові оболонки, за умови відносно невеликої 

маси, мають високу міцність і жорсткість, що 

пояснюється великим значенням моменту іне-

рції всієї стінки. Порівняно із звичайною од-

ношаровою стінкою момент інерції може збі-

льшуватися в десятки разів. 

Також досліджено вплив товщини зов-

нішнього шару оболонки на критичний тиск 

(рис. 4) і товщини пружної вставки на критич-

ний тиск (рис. 5). 

 

 
Рис. 4. Вплив товщини зовнішнього шару 

циліндричної оболонки на критичний тиск 

 

 
Рис. 5. Вплив товщини пружної вставки на 

критичний тиск циліндричної тришарової 

оболонки 

 

Аналіз результатів 

Запропонований у цій роботі розрахунок 

може бути застосований до тришарової цилін-

дричної конструкції, яка має розподілений зо-

внішній тиск відповідно до формули (7). Якщо 

закон розподілення буде відрізнятися, то пот-

рібно отримати нове значення прогину оболо-

нки, тобто формулу (17), і за запропонованою 

методикою визначити критичний тиск.  

Отримана методика  є універсальною, оскі-

льки дає змогу провести розрахунок тришаро-

вої циліндричної оболонки, яка перебуває під 

дією зовнішнього тиску. 

 

Висновки 

1. У роботі наведено нову методику  розра-

хунку тришарової циліндричної оболонки на 

стійкість з урахуванням геометричних і пруж-

них властивостей усіх шарів, а також закону 

розподілення зовнішнього тиску. 

2. Для наведеного ходового колеса, яке 

складається з трьох шарів, критичний тиск 

буде дорівнювати 1267 МПа, тоді як максима-

льний тиск, що виникає в зоні ходового колеса 

становить 2,7 МПа. Як бачимо, запропоно-

вана конструкція кранового колеса є дуже мі-

цною щодо стійкості.  
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Stability of a three-layer cylindrical shell 

Abstract. Problem. The article presents the results of 

studies of the stability of a three-layer cylindrical 

shell. Factors that have a significant impact on the 

strength and stability of the three-layer cylindrical 

shell were taken into account, namely the reduced 

modules of elasticity of the three-layer wall. Goal. The 

purpose of the study is to develop a methodology for 

calculating the stability of a three-layer cylindrical 

shell, which will significantly improve the calculation 

practice of such structures in relation to determining 

the critical external pressure for a three-layer cylin-

drical shell. Methodology. The method of variational 

calculation using the Euler equation of the mixed var-

iational problem was used to determine the critical 

pressure. To determine the stability of the three-layer 

cylindrical shell, those factors that have a significant 

impact on its strength and stability were taken into ac-

count, namely the reduced modulus of elasticity of the 

three-layer wall. The bending stiffness Dh was re-

placed by the bending stiffness of the three-layer shell 

taking into account the shear deformation. Results. 

The current state of the issue of the stability of a three-

layer cylindrical shell has been studied. Using the 

methods of variational calculation with the Euler 

equation of the mixed variational problem, the equa-

tion of the condition of equality of the internal and ex-

ternal forces of the orthotropic structure, which is in a 

state of indifferent equilibrium with radial displace-

ment, is compiled. Accepting the previously obtained 

equation for radial movements and substituting it into 

the equation for the potential energy of the system per 

unit length, we obtained the equation for determining 

the critical pressure. The obtained analytical solution 

was tested for the design of the crane running wheel, 

which has an elastic insert. We will get pkr= 1267 

MPa. For crane running wheels, the allowable pres-

sure of the wheel on the rail is taken within  

250 MPa, that is, we have a reserve of stability of the 

rail nc=1267/250=5.1. As you can see, the margin of 

stability is more than sufficient. In addition, a compar-

ison was made between the obtained method of calcu-

lating the stability of a three-layer cylindrical shell 

and the method described in [20]. Originality. A new 

method of calculating a three-layer cylindrical shell 

under the action of external pressure has been devel-

oped. A quantitative assessment of the critical pressure 

of the traveling crane wheel, which has an elastic in-

sert, was carried out. Practical value. A technique for 

determining the critical pressure of a three-layer cy-

lindrical structure under the action of external pres-

sure has been created. 

Key words: three-layer shell, external pressure, mod-

ulus of elasticity, critical pressure, stability, crane 

wheel. 
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