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Анотація. Запропоновано математичну модель, що дозволяє описати процес розповсюдження 

тепла у покритті під час електроіскрового легування металевої поверхні. Під час її побудови 

враховано, що температура поверхні зміцнюваної деталі залежить від теплофізичних харак-

теристик анода та катода, діаметра електрода, а також від швидкості переміщення легую-

чого електрода. Показано, що чим більший діаметр електрода, тим більша температура на 

межі покриття-основа, а отже, краща адгезія покриття. Оптимальною швидкістю перемі-

щення електрода є 0,5-1,5 м/с. Для отримання найкращого зчеплення покриття з основою не-

обхідно використати електрод найбільшого діаметра 4,5 мм у поєднанні із низькою швидкіс-

тю переміщення електрода. 
Ключові слова: електроіскрове легування, теплопровідність, катод, анод, адгезія, оператор  

Лапласа. 
 

Вступ 
Якість поверхні значно впливає на екс-

плуатаційні властивості деталей. Відомо, що  

80-85 % машин виходить з експлуатації вна-

слідок зношування деталей, і лише 15-20 % - 

з інших причин [1]. Тому проблема змен-

шення зносу робочих поверхонь у вузлах те-

ртя, підвищення їх надійності та експлуата-

ційного ресурсу має особливе значення. 
Руйнування та зношування деталей ма-

шин і механізмів починається, як правило, з 

поверхні, тому поліпшення її якості нерозри-

вно пов'язане з вирішенням проблеми підви-

щення експлуатаційних характеристик їх ро-

боти. Найбільш ефективно підвищення 

якості поверхні, відповідно й експлуатацій-

них властивостей деталей, досягається тех-

нологічними методами. Поліпшення захис-

них і трибологічних властивостей поверхонь 

деталей можна досягти нанесенням спеціа-

льних покриттів. Це наплавлення твердими 

та зносостійкими матеріалами [2], лазерне 

наплавлення [3-5], хіміко-термічна обробка 

(ХТО) [6-7] та ін. 
Одним із перспективних методів модифі-

кації поверхні є електроіскрове легування 

(ЕІЛ). Метод ЕІЛ є одним з найбільш прос-

тих і доступних з технологічної точки зору. 

До основних особливостей ЕІЛ слід віднести  

такі [8]:  

− локальність обробки поверхні – легу-

вання можна здійснювати в певно зазначених 

місцях від часток міліметра і більше, не за-

хищаючи при цьому решту поверхні деталі; 
− високу міцність зчеплення нанесеного 

матеріалу з основою; 
− відсутність нагрівання деталі в процесі 

обробки; 
− можливість використання в якості об-

раних матеріалів як чисті метали, так і спла-

ви з різним ступенем легування, металокера-

мічні композиції, тугоплавкі сполуки і т.ін.; 
− відсутність потреби у спеціальній по-

передній обробці поверхні. 
Слід зазначити, що, незважаючи на різно-

маніття покриттів і технологій їх формуван-

ня, основним завданням методів, що застосо-

вуються, є підвищення якісних параметрів 

поверхневого шару. До параметрів, що хара-

ктеризують якість поверхневого шару, відно-

сять: геометричні розміри, фізико-механічні 

властивості, структуру [9]. 
У даний час накопичено великий практи-

чний досвід з одержання за допомогою елек-

троіскрового легування різних захисних та 

зносостійких покриттів [10-13]. Однак досі 

не було створено узагальненої теорії елект-

роіскрового легування, за допомогою якої 

можна спрогнозувати властивості покриттів. 

Це відбувається через складність опису ма-

тематичного процесу, в якому відображають-
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ся параметри матеріалу катода та анода, 

склад газового середовища, частота, шпару-

ватість та амплітуда струмів іскрового роз-

ряду, амплітуда і частота вібрації електрода, 

поява вторинних фаз на катоді й аноді, вели-

чина міжелектродного проміжку і т.ін. 
Таким чином, проведення досліджень, 

спрямованих на створення спеціальних пок-

риттів методом ЕІЛ, що мають більш високі 

показники і характеризують якість поверхні 

деталі, а також розробка математичної моде-

лі, за допомогою якої можна спрогнозувати 

властивості покриттів, є актуальним завдан-

ням. 
 

Аналіз публікацій 
Відомо [14], що високий адгезійний зв'я-

зок покриттів, отриманих методом ЕІЛ, з ос-

новою пояснюється як інтенсивним перемі-

шуванням матеріалів електродів у рідкій 

фазі, так і дифузією матеріалу анода в катод 

у твердій фазі. Підтвердженням проходження 

дифузійних процесів є наявність дифузійної 

зони між білим шаром і основою. Ця зона не 

нагрівається вище температури солідусу і не 

взаємодіє безпосередньо з навколишнім се-

редовищем. Тому причиною її утворення 

може бути термічний вплив імпульсного ро-

зряду і дифузійне проникнення елементів 

анода і катода. 
Відомо, що на інтенсивність дифузійних 

процесів впливають швидкості процесів: ди-

соціації молекул насичувальної речовини з 

утворенням активних атомів (іонів), доставки 

активних атомів (іонів) до поверхні виробу, 

їх адсорбції на поверхні і, нарешті, дифузії 

активних атомів у твердому металі. Оскільки 

дифузія у твердій фазі є лімітуючою стадією 

процесу насичення, то більшість відомих 

спроб інтенсифікації процесу насичення зво-

дяться до пошуку способів прискорення ди-

фузії [15]. 
Дослідження дифузійних процесів при 

електроіскровому легуванні показали, що 

глибина проникнення елементів анода в ка-

тод, при масоперенесенні в твердій фазі, мо-

же становити від декількох до ста мікромет-

рів і більше, що неодноразово 

підтверджувалося металографічними і мік-

рорентгеноспектральними дослідженнями, а 

також методом радіоактивних ізотопів [16]. 
Характер взаємного розподілу елементів у 

поверхневих шарах, отриманих ЕІЛ, свідчить 

про високу рухливості атомів у кристалічній 

ґратці металів, підданих впливу іскрових ро-

зрядів. Висока рухливість атомів у кристалі-

чній ґратці металів, підданих впливу імпуль-

сних розрядів, пов'язується з істотним внес-

ком у перенесення речовини міжвузлових 

атомів, що генеруються в екстремальних 

умовах. Однією з причин високої рухливості 

атомів у твердій фазі може також бути лока-

льна деформація кристалічної ґратки під 

впливом високих градієнтів температури й 

ударних хвиль, які можуть бути причиною 

перенесення елементів на значну глибину в 

твердій фазі. 
У результаті ЕІЛ відбувається опромінен-

ня, нагрівання поверхневого шару тіла і його 

пластична деформація, що спотворюють ґра-

тки за рахунок утворення точкових (вакант-

них вузлів і атомів проникнення), лінійних і 

поверхневих дефектів. У правильних безде-

фектних структурах атоми розташовуються в 

ґратці, утворюючи систему з мінімальною 

вільною енергією. Зсув атомів із рівноважно-

го положення порушує порядок у ґратці. Для 

отримання таких порушень витрачається 

енергія, яка запасається в утворених дефек-

тах. Величина повної енергії системи буде 

більшою за мінімальну, характерною для 

впорядкованої системи атомів, на величину 

збереженої енергії, яка визначається кількіс-

тю дефектів у ґратці, їх видом і є своєрідною 

мірою дефектності ґратки. 
На перехід атома з вузла ґратки в сусідній 

або міжвузля потрібно затратити енергію, 

яку називають енергією активації процесу 

переходу атомів. У результаті одночасного 

переміщення в тілі великої кількості вакансій 

і утворення атомів проникнення відбувається 

зниження внутрішнього тертя полегшення 

дифузії в матеріалі. Таким чином, під час ЕІЛ 

відбувається взаємодія потоків частинок з 

речовиною (опромінення тіла). Наявність цієї 

взаємодії є необхідною умовою для передачі 

енергії з потоку тілу. Величина поглиненої 

енергії визначає ефективність ЕІЛ [17]. Якщо 

взаємодія, а отже, і поглинена енергія малі, 

то і зміна властивостей тіла, тобто технологі-

чний ефект, буде також незначним. 
Шар, сформований на катоді, за глибиною 

можна розділити на дві зони: зона, в якій ві-

дбувається перемішування рідких фаз мате-

ріалів електродів («білий шар»), і зона, що 

лежить нижче зони перемішування, в якій 

елементи матеріалу анода переносяться в 

твердій фазі (дифузійна зона) [18]. Розподіл 

хімічних елементів електродів в кожній з цих 

зон визначається фізичними процесами, що 

відрізняються за своєю природою, але є за-

лежними від кількості введеної в тіло енергії 
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– від енергії розряду. В літературі [19] про-

цес формування покриття при ЕІЛ пов’я-

зують з теплообміном між електродами. У 

роботах дослідників [20, 21] розглянуті деякі 

математичні моделі визначення температур-

ного поля в поверхневому шарі катода в про-

цесі ЕІЛ. Однак зазначені моделі не врахо-

вують ряд факторів і складні у реалізації. 
Широко відомий напрямок технологічної 

теплофізики Н.М. Рикаліна, оснований на 

теорії теплопровідності методу джерел теп-

лоти [18]. Щодо теплопровідності твердих 

тіл найбільш універсальною функцією Гріна 

є розв’язок Кельвіна – фундаментальний 

розв’язок рівняння теплопровідності, який 

описує розподіл температури в необмежено-

му твердому тілі, що відбувається після виді-

лення кінцевої кількості теплоти у вигляді 

миттєвого точкового джерела. Також було 

сформульовано основні положення теореми 

про розщеплення просторового процесу теп-

лопровідності на ортогональні складові, що 

дозволило отримувати функцію Гріна для 

обмежених тіл із досить складними умовами 

теплообміну на граничних поверхнях [18]. 

Теорія розщеплення полягає в тому, що про-

цес теплопровідності в тілі, що описується 

лінійним диференціальним рівнянням, роз-

щеплюється на незалежні ортогональні скла-

дові за таких умов: 
а) тіло сприймається як ортогональний 

перетин простіших тіл; 
б) диференціальний оператор є сумою не-

залежних операторів, що описують процеси в 

тілах перетину; 
в) крайові умови – незалежні умови для 

відповідних складових процесів; 
г) інтенсивність джерела теплоти виража-

ється добутком ортогональних складових. 
Після дотримання цих умов розв’язок ди-

ференціального рівняння може бути предста-

влений добутком розв’язків рівнянь, що опи-

сують відповідні складові процесу [22]. 
 

Мета та постановка завдання 
Метою роботи є розробка математичної 

моделі визначення залежності температури 

від швидкості переміщення електроду при 

ЕІЛ у поверхневому шарі оброблюваного 

матеріалу з метою оцінки міцності зв’язку 

між покриттям та основою. 
 

Математична модель 
Опишемо математичну модель процесу 

розповсюдження тепла у виробі за допомо-

гою оператора Лапласа: 

( )
T

T
t




= 


                  (1) 

 

де T – температура точки на даний момент 

часу, х, у, z – координати точок x R , y R , 

z R , t – час; α – коефіцієнт температуроп-

ровідності через незначне відхилення темпе-

ратури підкладки від температури плавлення. 
За початок відліку вважатимемо темпера-

туру навколишнього середовища. 
Граничні умови такі. Умова руху джерела 

тепла (швидкість переміщення електроду при 

ЕІЛ) відносно поверхні підкладки 
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де W – потужність розряду при ЕІЛ; Se – 

площа перерізу електрода; Lfe – прихована 

теплота плавлення матеріалу електрода; me – 

маса наплавленого в одиницю часу матеріалу 

електрода; e e e,C , , ,C, P  – коефіцієнти 

теплопровідності, теплоємності та щільності 

відповідно електрода і виробу. 
Гранична умова першого роду. 

 

( ) 0x,y,z,  = , 0 = . 
 

Дані граничні умови дають можливість 

переходу від обмежених розмірів тіла до не-

обмежених. 
Рівняння миттєвого джерела тепла [23]: 

 

( ) 2

4

R /Q
x,y,z e

R




−=            (7) 

 
,   є коефіцієнтами температуропровіднос-

ті та теплопровідності твердих тіл, 

 

( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0R x x y y z z= − + − + −  ,    (8) 

0 0 0x , y , z  – координати джерела. 
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Рівняння (7) може бути розв’язане за до-

помогою теореми про розщеплення, оскіль-

ки:  
а) однорідне ізотропне тверде тіло можна 

подати перетином необмежених тіл за трьома 

просторовими координатами;  
б) диференціальний оператор у рівнянні 

(7) розпадається на три лінійні оператори; 
в) початкові та граничні умови тут розпа-

даються на незалежні умови;  
г) потужність миттєвого точкового дже-

рела у вигляді добутку δ-функцій Дірака ви-

значається лінійними процесами теплопро-

відності в необмеженому тілі з миттєвими 

плоскими джерелами одиничної потужності. 
Відповідно до теореми про розщеплення 

температуру в необмеженому ізотропному 

тілі з миттєвим точковим джерелом, що діє в 

точці x = y = z = 0, отримаємо як добуток 

співвідношень (2) 

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

2 2 2

0 0 0

2

4

x x y y z z /

Q
x,y,z

x x y y z z

e





 
− − + − + − 
 

= 

− + − + −



   

(9) 
 

З метою одержання покриття з міцним 

з'єднанням матеріалу катода і анода (виро-

бом) необхідно, щоб температура поверхні 

катода і температура плавлення були спів-

розмірними.  
Оскільки тепловиділення відбувається з 

джерела (електрода), яке має круглу форму, 

то необхідно враховувати його діаметр D та 

зміщення від початкового місця а. 
Тоді рівняння (9) набуде вигляду 

 

( )
2

Q
F v


=  ,                     (10) 

 

де v  – швидкості руху джерела.  

Оскільки температура поверхні нанесення 

покриття залежить від швидкості руху дже-

рела (електрода), то наочне бачення цього 

відкриває можливості керування процесом 

ЕІЛ. 
Отже, поблизу початкової швидкості дже-

рела і її незначного підвищення спостеріга-

ється найбільша температура з’єднання като-

да та анода. 
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Рис. 1. Залежність температури від швидкос-

ті руху джерела: а – D = 0,45; б – D = 0,4; 

в – D = 0,35; г  – загальна картина залеж-

ності  F(v) 
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Також важливо відзначити, що швидкість 

джерела майже не впливає на підвищення 

температури поверхні при значеннях, близь-

ких до 4 см/с. Тому для отримання найміц-

нішого покриття необхідно, щоб швидкість 

джерела знаходилась у межах 0,5–1,5 см/с. 
 

Висновки 
1. Дана модель дає можливість визначити 

кількість теплових процесів на поверхні ви-

робу для отримання міцного зчеплення пок-

риття-основа під час ЕІЛ. 
2. Представлене застосування теореми про 

розщеплення для опису математичної моделі.  
3. Під час побудови математичної моделі 

було враховано, що температура поверхні 

зміцнюваної деталі залежить від тепло-

фізичних характеристик анода та катода, ді-

аметра електрода, а також від швидкості пе-

реміщення легуючого електрода. 
4. Показано, що чим більший діаметр  

електрода, тим більша температура на межі 

покриття-основа, а отже, краща адгезія  

покриття.  
5. На температуру межі покриття-основа 

також впливає швидкість переміщення елек-

трода при ЕІЛ. Оптимальною є швидкість  

0,5 – 1,5 м/с. 
6. Для отримання найбільш міцного пок-

риття необхідно використати електрод най-

більшого діаметра у поєднанні із низькою 

швидкістю переміщення електрода при ЕІЛ. 
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Mathematical model of the heat distribution pro-

cess in a steel part during surface modification by 

the electro-spark alloying method 
Abstract. Problem. Electro-spark alloying (ESA) is 

a promising process of surface modification, which 

allows obtaining a high-quality coating, is environ-

mentally safe and energy efficient. Wide application 

in production is hindered by the need to develop the 

technology, as well as the lack of a mathematical 

model for predicting the properties of coatings de-

pending on materials and processing modes. It is 

known that the high adhesive bond of the coatings 

obtained by the ESA method with the base is ex-

plained both by the intensive mixing of the electrode 

materials in the liquid phase and by the diffusion of 

the anode material into the cathode in the solid 

phase. The goal is to develop the mathematical model 

that allows describing the process of heat propaga-

tion in the coating during electro-spark alloying of 

the metal surface. Methology. The direction of tech-

nological thermal physics of N.M. Rykalin is widely 

known, it is based on the theory of thermal conduc-

tivity of the method of heat sources. Regarding the 

thermal conductivity of solid bodies, the most univer-

sal Green's function is the Kelvin solution - the fun-

damental solution of the heat conduction equation, 

which describes the temperature distribution in an 

unbounded solid body, which occurs after the release 

of a finite amount of heat in the form of an instanta-

neous point source. The mathematical model of the 

process of heat propagation in the product during 

ESA was described using the Laplace operator. It is 

taken into account that the temperature of the surface 

of the strengthened part depends on the thermophysi-

cal characteristics of the anode and cathode, the di-

ameter of the electrode, as well as the speed of 

movement of the alloying electrode. Results. The 

original mathematical model that allows describing 

the process of heat propagation in the coating during 

electro-spark alloying of the metal surface is devel-

oped. It is shown that the larger the diameter of the 

electrode, the higher the temperature at the coating-

base interface, and therefore the better the adhesion 
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of the coating. The optimal speed of moving the elec-

trode is 0.5-1.5 m/s. Practical value. To obtain the 

best adhesion of the coating to the base, it is neces-

sary to use an electrode with the largest diameter of 

4.5 mm in combination with a low speed of moving 

the electrode. 
Key words: electro-spark alloying, thermal conduc-

tivity, cathode, anode, adhesion, Laplace operator. 
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