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Анотація. Викладено результати досліджень із розроблення математичної моделі динамічних 

процесів у перистальтичному бетононасосі з гідроприводом. Модель створена у формі дифе-

ренціального рівняння щодо кута повороту ротора насоса; містить основні геометричні, ма-

сові характеристики ротора, динамічну характеристику гідромотора, параметри шлангу, бу-

дівельної суміші як середовища Бінгама. Установлено важливі технологічні закономірності 

функціонування пристрою. Результати роботи перспективні в процесі модернізації наявних 

та в розробленні нових моделей перистальтичних насосів. 
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Вступ 

Монолітне бетонування посідає одну з 

провідних позицій у сучасному будівництві. 

Добре зарекомендували в цій галузі периста-

льтичні бетононасоси. Створення пристроїв 

для виконання таких робіт, методів раціона-

льного вибору їхніх параметрів є актуальним 

завданням. Одним із сучасних ефективних 

напрямів її розв’язання є адекватне моделю-

вання динамічних процесів у зазначених ме-

ханізмах. На сьогодні зусилля дослідників 

зосереджені на вирішенні окремих завдань, 

пов’язаних зі створенням нових моделей пе-

ристальтичних насосів. До них, зокрема, на-

лежать такі завдання: моделювання гідравлі-

чної системи управління та 

високомоментного гідромотора; оцінювання 

витрати потужності на процес транспорту-

вання суміші та тиск нагнітання, яке має 

створювати бетононасос; оцінювання нерів-

номірності подачі суміші та швидкості руху 

суміші під час виходу з трубопроводу тощо. 

 

Аналіз публікацій 

Нині є чимало літературних джерел, що 

містять відомості про перистальтичні насоси, 

в яких розглядаються конструкції насосів, 

їхні характеристики та сфери застосуван-

ня [1; 2]. Водночас досліджень, присвячених 

теорії розрахунків насосів зазначеного типу й 

моделюванню динамічних процесів у них, 

незначна кількість. 
У публікації [3] розглядаються технологі-

чні можливості насоса, у праці [4] – аналізу-
ються його гідравлічні характеристики, ро-

бота притискних роликів. Дослідження пи-
тання зниження пульсацій потоку суміші, що 
перекачується, розглянуто в статті [1]. Од-
ним із способів зниження пульсацій може 
бути використання класичної методології 
управління з механізмом зворотного 
зв’язку [5]. У цьому разі, однак, зниження рі-
вня пульсацій веде до зростання тиску роз-
чину нагнітання. 

Іншим чином знизити рівень пульсацій 
можна за допомогою підвищення кількості  
притискних роликів насоса, проте це знижує 
термін служби робочої частини шлангу кор-
пусу насоса [6]. 

Питання пульсації потоку рідини та опти-
мізація його параметрів розглянуті в робо-
ті [7]. Властивості досліджуваного середо-
вища, однак, суттєво відрізняються від 
властивостей потоку суміші, що перекачу-
ється шланговим бетононасосом. 

На сьогодні відсутні моделі динамічних 
процесів, які відображали б причини появи 
пульсацій і дозволяли оцінювати ступінь не-
рівномірності подачі суміші шланговим     
бетононасосом у трубопроводи. 

У статті [8] як привод розглядається аксі-
ально-поршневий гідромотор. Наведено до-
кладну математичну модель гідросистеми, в 
якій живлення насоса здійснюється від аксіа-
льно-поршневого насоса, проте модель не 
враховує вплив суміші, що переміщається в 
трубопроводі. 

Математична модель сучасного мобільно-
го бетононасоса наведена в роботі [9], але як 
виконавчий механізм у цьому пристрої вико-
ристовується гідроциліндр. 
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У низці літературних джерел містяться ві-

домості про безпоршневі шлангові насо-

си [10; 11]. У зазначених працях розгляда-

ються конструкції насосів, їхні характе-

ристики та сфери застосування. До того ж 

питання, присвячені їхньому походженню, а 

також теорії розрахунку насосів цього типу 

подані дуже обмежено. 

У роботі [12] створена математична мо-

дель динамічних процесів у перистальтично-

му бетононасосі з гідравлічним приводом, в 

якій суміш, що переміщається, розглядається 

як ньютонівська рідина. У багатьох випад-

ках, однак, суміші ‒ не ньютонівські рідини, 

зокрема бінгамівські пластичні рідини 

[13‒15]. У них швидкість зсуву в кожній то-

чці є деякою функцією напруження в тій са-

мій точці. Поняття ідеалізованої бінгамівсь-

кої рідини зручне для практики, оскільки 

багато реальних рідких сумішей дуже близь-

кі до цього типу: будівельні, бетонні суміші, 

бітуми (у певному інтервалі температур), бу-

рові розчини, масляні фарби тощо. Роботи 

[16‒18] присвячені дослідженням течії рео-

логічно складних середовищ. 

У статті викладені результати досліджень 

зі створення більш досконалих моделей ди-

намічних процесів у перистальтичних насо-

сах з урахуванням того, що суміші в багатьох 

випадках є середовищем Бінгама. 

 

Мета й постановка завдання 

Мета роботи – створення універсальних 

математичних моделей динамічних процесів 

у перистальтичному бетононасосі з гідроп-

риводом для визначення технологічних якос-

тей пристрою, вибору його раціональних па-

раметрів. Моделі мають містити основні 

геометричні, масові характеристики ротора, 

динамічну характеристику гідромотора, па-

раметри шлангу, будівельної суміші, зокрема 

й середовища Бінгама, що зумовлено потре-

бами модернізації наявних і розроблення но-

вих моделей насосів. 

Для досягнення поставленої мети мають 

бути виконані такі завдання: розроблено ме-

тод формування моменту опору на роторі на-

соса від роликів, що деформують шланг; по-

будовано залежність перепаду тиску від 

кутової швидкості ротора для визначення си-

ли опору руху суміші з допомогою рівняння 

Букінгема; створено нелінійну модель сили 

опору руху середовища Бінгама; отримано 

вираз для сил опору, обумовлених силами 

ваги частинок суміші під час її підйому; по-

будовано модель моменту гідромотора як 

функції кутової швидкості його ротора з ви-

користанням даних каталогу; проведено роз-

рахункові дослідження закономірностей ди-

намічних процесів у насосі за допомогою 

розроблених універсальних моделей. 

 

Математична модель шлангового 

бетононасоса з гідравлічним приводом 

Розрахункова схема бетононасоса показа-

но на рис. 1. Прийнято такі познаки: 1 – вал 

насоса; 2 – обойма; 3 – центральний (притис-

кний) ролик; 4 – бічний (натискний) ролик; 

5 – пристрій для зміни радіуса контакту по-

верхонь роликів зі шлангом 6; 7 – будівельна 

суміш; дуговою стрілкою позначено напрям 

обертання ротора. 

Літерні познаки: d – діаметр шлангу (вну-

трішній); h  – товщина стінки шлангу; D – 

діаметр шлангу (зовнішній); R – радіус кор-

пусу насоса по внутрішній стінці; 1R – радіус, 

що дорівнює відстані між центрами ротора та 

центрального ролика; 2R – радіус, рівний від-

стані між центрами ротора й бічного ролика; 

CR – радіус осі вигнутої частини шлангу; 0d – 

діаметр центрального та бокового роликів; 

 – кут між центральним та бічним ролика-

ми;  – напрямок відліку кута, що визначає 

положення ротора (відраховується від верти-

калі проти ходу годинникових стрілок). 

Момент сил опору від перекочування 

роликів по шлангу. Побудова динамічної 

моделі ротора насоса вимагає побудови за-

лежностей моментів сил, прикладених до ро-

тора, від його кута повороту. Для формуван-

ня моменту сил опору від перекочування 

роликів по шлангу необхідно мати кути, які 

утворюють відрізки, що з’єднують центри 

мас ролика й ротора, у момент контакту ро-

лика зі шлангом (рис. 2). За допомогою за-

значеної схеми та очевидних геометричних 

співвідношень маємо для кутів: 

 

i

i
R

d
DR

2arcsin

0−−
= ; 

ii −


=
2

  )2,1( =i .                (1) 

У цих формулах індекс 1=i  відповідає 

центральному ролику, 2=i – бічному. Зазна-

чимо, що такими самими за модулем будуть і 

кути, що відповідають моменту втрати кон-

такту роликів зі шлангом. 
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Наведені міркування дозволяють ствер-

джувати, що процес зміни моменту опору, 

який перешкоджає перекочуванню ролика, 

під час повороту ротора передбачає три ета-

пи: наростання деформації шлангу від нако-

чування ролика; витіснення розчину за умови 

максимальної деформації шлангу; зменшен-

ня деформації шлангу на «виході» ролика з 

контакту зі шлангом. 

 

 

 
 

Рис. 2. Схема визначення кутів контакту ро-

ликів зі шлангом 

 

Задля збереження традиційної форми по-

дання максимального моменту сил опору у 

вигляді [19] 
 

kNfM =тр                           (2) 

 

виявилося доцільним ці три етапи в розроб-

ленні моделі віднести до характеру зміни ко-

ефіцієнта тертя кочення kf , а нормальну 

складову реакції шлангу (силу нормального 

тиску) N  прийняти постійною. 

Графік залежності коефіцієнта тертя для 

центрального ролика показано на рис. 3, коли 

його максимальне значення см21 = . 

 
 

Рис. 3. Залежність коефіцієнта тертя кочення 

центрального ролика від кута повороту 

ротора 

 

Аналогічні графіки для бічних роликів 

показано на рис. 4 і 5, коли максимальний 

коефіцієнт тертя см12 = . 

Якщо не враховувати зміщення щодо го-

ризонтальної осі, якісно характер зміни кое-

фіцієнта тертя на всіх трьох графіках одна-

ковий. Зміщення ж пов’язані з тим, що лівий 

бічний ролик «відстає» від центрального на 

Рис. 1. Розрахункова схема бетононасоса 
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кут  , а правий – відповідно «випереджає» 

на кут   (див. рис. 1). 

Зазначені кусково-лінійні функції аналі-

тично описуються виразом 
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Рис. 4. Залежність коефіцієнта тертя кочення 

лівого бокового ролика від кута повороту 

ротора 

 

Закони зміни коефіцієнта тертя кочення 

на інтервалах входу та виходу ролика з кон-

такту з деформованим шлангом прийнято лі-

нійними. Це не знижує загальності запропо-

нованої моделі: по-перше, зазначені 

інтервали становлять незначну частину від 

повного оберту ротора, тому ефект від ура-

хування нелінійного характеру цієї залежно-

сті буде незначним; по-друге, урахування та-

кої залежності, наприклад, отриманої 

розрахунковим або експериментальним шля-

хом, за умови програмної реалізації алгорит-

му не становить жодних труднощів. 

 

 
 

Рис. 5. Залежність коефіцієнта тертя кочення 

правого бокового ролика від кута поворо-

ту ротора 

 
На рис. 6 наведена допоміжна схема, що 

пояснює перетворення моменту опору пере-

кочування центрального ролика 
1трM  до мо-

менту опору обертанню ротора M . 

На цьому рисунку 1T – рушійна сила, при-

кладена до осі ролика; 1T– сила, прикладена 

до ротора (модулі цих сил однакові 11 TT = ); 

1G – сила притискання ролика; 1N , 
1трF – 

відповідно нормальна реакція шлангу й сила 

тертя, що діє з боку шлангу на ролик. 

 
 

Рис. 6. Момент опору на роторі під час пере-

кочування ролика 

 

Для сили, що прикладена до ротора, з 

урахуванням (3) маємо 
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Тоді 

 

1111 )()()( RTRTM == .           (5) 

 

Тепер сумарний момент опору на роторі 

від трьох роликів нижньої обойми на підставі 

формул (2)–(4) (див. рис. 1) 
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2
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
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Два останніх доданків у формулі (6) від-

повідають моментам опору від лівого та пра-

вого бічних роликів. 

Вираз моменту опору від роликів верхньої 

(«випереджальної») обойми буде відрізняти-

ся від (6) збільшеним на   значенням аргу-

менту 

)()( 12 += MM .                  (7) 

 

Тоді сумарний момент опору на роторі від 

перекочування роликів буде 

 

)()()( 21 += MMMk .              (8) 

 

На рис. 7 представлені графіки сумарного 

моменту опору та його складників, коли 

Н1001 =G , Н502 =G .

 

 

Рис. 7. Сумарний момент опору на роторі )(kM ( )(1 M , )(2 M – моменти опору від нижньої та 

верхньої обойм)  

 

Сили опору руху суміші в шлангу. На те-

хнологічні характеристики насоса значний 

вплив мають сили опору руху суміші в шлан-

гу. У разі ньютонівської рідини зазначені си-

ли отримані в роботі [12] з використанням 

формули втрати напору (тиску) за ламінарної 

течії рідини в круглій трубі довжини l . 

Створення більш досконалих моделей дина-

мічних процесів у зазначених пристроях ви-

магає врахування того, що в багатьох випад-

ках суміші ‒ не ньютонівські рідини, зокрема 

бінгамівські пластичні рідини. Для них сили 

опору набувають нелінійного характеру. 

До цього можна дійти в такий спосіб. 

Відомо, що для ламінарного потоку нью-

тонівської рідини [13] (рис. 8) 

 

dr

du
−= ,                         (9) 

 

де  – дотичне напруження зсуву на радіу-

сі r ;  – динамічний коефіцієнт в’язкості; 

dr

du
– похідна швидкості в напрямку радіуса 

(швидкість зсуву сусідніх шарів рідини – зі 

зростанням r  швидкість зменшується). 

Рис. 8. Побудова залежності швидкості зсуву   від дотичних напружень   

1p  
2p  

w  

  

p  

L  

  

w  

2x  

1x  

  r  
1  1  

2  2  
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Точки 1, 2 лежать на прямій перпендику-

лярній швидкості (див. рис. 8). За час t  то-

чки зрушать відповідно на 1x  і 2x . Зсув 

дорівнюватиме 

r

xx



−
= 12 . 

 

Виконуючи ділення обох частин на t , 

отримаємо 

r

t

x

t

x

t 




−





=



12

. 

 

Ураховуючи те, що швидкості потоку у 

двох точках, які лежать на відстані r , рівні 

1
1 u
t

x
=




 і 2

2 u
t

x
=




, переходячи до границі, 

маємо: 

dr

du

dt

d
−=


.                       (10) 

 

Знак мінус у формулі (10) обумовлений 

тим, що зі зростанням r  швидкість зменшу-

ється 0
dr

du
. Якщо додатним напрямком 

відліку кута вважати напрямок проти ходу 

годинникової стрілки (див. рис. 8), то справді 

приходимо до формули (10). 

З урахуванням (10) формула (9) набуває 

вигляду 




= .                         (11) 

 

Якщо властивості рідини не залежать від 

часу, то реологічне рівняння, що зв’язує до-

тичне напруження та швидкість зсуву  , у 

загальному випадку записується у вигляді 

[13] 

)(f = . 

 

Для течії в трубі з урахуванням (10) маємо 

(див. рис. 8) 

)(f
dr

du
=− .                    (12) 

 

Умови рівноваги сил, що діють на цилінд-

ричний елемент рідини радіуса r  та довжини 

L  (див. рис. 8), визначає вираз 

 

prrL = 22 , 

де 12 ppp −= – перепад тиску. 

 

З останнього виразу випливає 

L

pr

2


= . 

 

Для напруження тертя на стінці отримує-

мо 

L

pR
w

2


= .                     (13) 

 

Отже, 

R

r
w=                       (14) 

 

і формула (12), записується у вигляді 

 









=−

R

r
f

dr

du
w . 

 

Інтегрування дає 

 

 







=−

R

r

w

Ru

ru
R

r
fdu

)(

)(

. 

 

У разі допущення справедливості умов 

прилипання рідини на стінці (відсутність ко-

взання) 0)( =Ru , тоді з останнього виразу 

випливає 

 







=

R

r

w
R

r
fru )( .               (15) 

 

Для витрати тепер маємо 

 

drrurQ

R

)(2

0

 =  

або 

=
R

rdruQ

0

2 )()( . 

 

Оскільки 0)( =Ru , а на підставі (15) 









−=

R

r
frdu w)( , то інтегрування частина-

ми дає 

 







=

R

w dr
R

r
frQ

0

2
. 
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Підставивши з (14) 
w

Rr



= , отримаємо 







=

w

df
R

Q
w

0

2

3

3

)( .              (16) 

 

У разі ньютонівської рідини для ламінар-

ного потоку на підставі (11) 

 




=)(f .                        (17) 

 

Підставляючи в (16), отримаємо 

 







=

w

d
R

Q
w

0

3

3

3

,            (18) 

 

і після інтегрування 

 




=

4

3
wR

Q .                     (19) 

 

Підстановка w  з (13) приводить до відо-

мого рівняння Пуазейля для ламінарного по-

току ньютонівської рідини 

 

L

pR
Q




=

8

4

.                     (20) 

 

Крива течії для бінгамівських рідин є 

прямою лінією, що перетинає вісь напру-

ження зсуву на відстані y  від її початку 

(рис. 9). 

 
 

Рис. 9. Крива течії для бінгамівської рідини 

 

Формулу (24) можна застосовувати, якщо 

L

pR
wy

2


= . 

 

Тоді переміщення середовища буде мож-

ливе, якщо 

R

L
p

y


2
. 

 

Отже, граничне мінімальне значення пе-

репаду тиску 

R

L
p

y
=

2
min ;             (25) 

 

переміщення середовища відсутнє; витрата 

( ) 0min =pQ . 

Тепер для середньої швидкості перемі-

щення середовища [20] маємо з урахуванням 

(24) 

2ср

)(

R

pQ
v




= .                      (26) 

 

З іншого боку, для конструкції перисталь-

тичного насоса (див. рис. 1) середньою шви-

дкістю виправдано прийняти вираз 

 









+= 

2

0
1ср

d
Rv ,                  (27) 

 

де  – кутова швидкість ротора насоса. 

Порівняння правих частин формул (26) і 

(27) дозволяє записати вираз для кутової 

швидкості ротора насоса 

 









+


=

2

)(

0
1

2 d
RR

pQ
 .                (28) 

 

Для сили опору руху середовища в шлан-

гу має місце очевидна формула (див. рис. 1) 

[20] 
2)()( RpF =  .                (29) 

 

 
 

Рис. 10. Схема течії бінгамівської рідини 

 

Вираз (28) неможливо аналітично 

розв’язати щодо p , тобто отримати залеж-

O  
  

y    

  

y  

pu  
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ність )(= pp . Однак сучасні математич-

ні пакети, зокрема MathCAD [22], дозволя-

ють досить просто обійти зазначені трудно-

щі, використовуючи інтерполяцію таблично 

заданих функцій. У розрахункових дослі-

дженнях використовувалася кубічна сплайн-

інтерполяція. Важливою обставиною в цьому 

разі є те, що отримані таким способом у се-

редовищі MathCAD функції можна викорис-

товувати як традиційні, зокрема аналітично 

диференціювати. 

Зручний такий варіант реалізації алгорит-

му. На рівномірній сітці значень перепадів 

тисків ( ph – крок по перепадах тисків) 

 

pi hipp )1(min −+=    ),1( Ni =  

 

за формулою (28) нараховуємо відповідні 

значення кутової швидкості i . Тепер, розг-

лядаючи i  як елементи вектора даних ар-

гументу (мають бути розташовані за зрос-

танням), а ip  як елементи вектора значень 

функції, за допомогою вбудованої функції 

інтерполяції будуємо потрібну функцію 

)( p . У пакеті MathCAD для інтерполяції 

кубічними сплайнами використовується фу-

нкція interp (s,x,y,t). 

Необхідно зазначити, що запропонований 

підхід легко поширюється на будь-які реаль-

ні рідини з нелінійною кривою течії. 

Узагальнена сила опору сил ваги части-

нок під час підйому суміші. Характер дина-

мічних процесів у насосі істотно залежить 

від висоти, на яку піднімається суміш. Побу-

дова динамічної моделі у формі рівняння Ла-

гранжа щодо кута повороту ротора передба-

чає знаходження узагальненої сили. 

Виявилося зручним ефект впливу сил ваги 

частинок суміші врахувати як компонент по-

вної узагальненої сили. Робота сил ваги су-

міші залежить тільки від різниці висот кінців 

шлангу. Форма шлангу між крайніми точка-

ми не має значення, але маса переміщуваної 

суміші залежить від довжини шлангу (про-

порційна його довжині). Тому для виведення 

вказаного виразу шланг можна прийняти 

прямолінійним (рис. 11). 

Тоді елементарне вертикальне перемі-

щення суміші визначиться з пропорції 

 

0

0

l

H

R

z

C

=



, 

 

де 
2

D
RRC −= ; CRHH 20 += – сумарна висота 

підйому суміші; H – висота підйому кінця 

відвідної ділянки шлангу; CR2 – висота під-

йому суміші в корпусі насоса (див. рис. 1); 

CRll += 20 – довжина шлангу, в якому є су-

міш, що піднімається; 2l – довжина відвідної 

ділянки шлангу; – узагальнене віртуальне 

переміщення ротора ( – кут повороту ротора). 

 

 

Тепер для віртуальної роботи та узагаль-

неної сили можна записати формули: 

 

=−=−=
00

0

0
00 MCM QR

l

H
gMzgMA ; 

CM R
l

H
gMQ

0

0
00

−= ,         (30) 

де 


= 0

2

0
4

l
d

M  – маса суміші, що підніма-

ється;  – щільність суміші; g – прискорення 

вільного падіння. 

Момент гідромотора як функція куто-

вої швидкості ротора. Для подання момен-

ту гідромотора використані дані катало-

гу [21]. Характерні залежності моменту від 

частоти обертання ротора для різних витрат 

робочої рідини зображені на рис. 12. Витрати 

в літрах за хвилину (л/хв) вказані біля кожної 

кривої. Жирною лінією виділена крива, ви-

користана в розрахункових дослідженнях 

моделі експериментального пристрою. 

На рис. 13 показаний результат її перебу-

дови в залежність моменту від кутової швид-

кості ротора. 

Динамічні моделі насоса. Модель зручно 

подати у формі рівняння Лагранжа другого 

роду, використовуючи як узагальнену коор-

Рис. 11. Схема визначення узагальненої 

сили для сил ваги під час підйому суміші 

0H  

0l  
CR  

CR  

0l  

0l  

z  
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динату кут повороту ротора  , 

 

=



−




Q

TT

dt

d


,          (31) 

 

де ),( = TT – кінетична енергія системи; 

),( = 
QQ – узагальнена сила. 

 

 
 

Рис. 12. Залежність моменту гідромотора від 

частоти обертання для різних витрат ро-

бочої рідини 
 

 
Рис. 13. Залежність моменту гідромотора від 

кутової швидкості ротора (витрата 

хв/л10 ) 

 
Для отримання узагальненої сили складе-

мо вираз віртуальної роботи сил, що діють на 

механічну систему, 





−−−= Ckm RFMMA )()()(   






− CR

l

H
gM

0

0
0 ,      (32) 

 

де )(mM – момент гідромотора, прикладе-

ний до ротора; )(kM – сумарний момент 

опору на роторі від перекочування роликів; 

CRF − )(  – еквівалентний момент опору, 

обумовлений силами опору переміщенню 

суміші в шлангу (див. формулу (29)); 

CR
l

H
gM

0

0
0− – еквівалентний момент опору, 

обумовлений силами ваги частинок суміші, 

що піднімається (див. формулу (30)). 

Вираз у дужках формули (32) і є узагаль-

неною силою 

 

−−−= Ckm RFMMQ )()()(),(   

CR
l

H
gM

0

0
0− .                   (33) 

 

Кінетична енергія ротора з роликами і су-

міші, що переміщається, 

 

3210 42 TTTTT +++= ,          (34) 

 

де 2
0

2

1
= IT – кінетична енергія ротора; 

I  ‒ сумарний момент інерції роторів насоса 

(разом з обоймами) і мотора; 

2
11

2
1

2

1

2

1
1

+= ImvT C – кінетична енергія цент-

рального ролика; 11
RvC =  – швидкість цент-

ру мас центрального ролика; m – маса роли-

ка; 1I – осьовий момент інерції ролика; 

0

1
1

2

d

vC
= – кутова швидкість центрального 

ролика; 2
21

2
2

2

1

2

1
2

+= ImvT C – кінетична енер-

гія бокового ролика; 22
RvC =  – швидкість 

центру мас бокового ролика; 
0

2
2

2

d

vC
= – ку-

това швидкість бокового ролика; 

22
3

2

1
= 

CMRT  – кінетична енергія суміші; 




= l
d

M
4

2

 – маса суміші. 

З урахуванням цього формула (34) для по-

вної кінетичної енергії системи дає 
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I
mIT  

2

2

1
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eI ,                  (35) 

 

де eI – еквівалентний момент інерції 
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( ) 22
2

2
12

0

1 2
4

2 Ce MRRR
d

I
mII ++













++= .  (36) 

 

Якщо ролик можна прийняти за однорід-

ний циліндр, то 
2
01

8

1
mdI =  і формула (36) 

спрощується 

 

( ) 22
2

2
1 23 Ce MRRRmII +++= .        (37) 

 

Після виконання операцій диференцію-

вання кінетичної енергії (35) рівняння Лагра-

нжа (31) з урахуванням (33) набуває вигляду 

 

),( = 
 QIe .                    (38) 

 

Це і є диференційне рівняння руху рото-

ра, яке має інтегруватися з початковими 

умовами: за умови 0=t , 00 == , 

00 ==  . 

 

 

 

Розрахункові дослідження  

динамічних процесів 

Створена універсальна математична мо-

дель динамічних процесів у перистальтично-

му бетононасосі покладена в основу алгорит-

му, реалізованого засобами математичного 

пакету MathCAD [22]. 

Дослідження за допомогою розробленої 

програми проводилися для таких значень па-

раметрів бетононасоса: см5=d ; мс5,1=h ; 

см8=D ; см32=R ; см7,231 =R ; 

см8,212 =R ; мс100 =d ; 30= ; см5,31 = ; 

см5,22 = ; Н5001 =G ; Н2502 =G ; м11 =l ; 

м102 =l ; сПа4 = ; 2с/м81,9=g ; 

кг2,7=m ; 2мкг56,2 =I ; 3кг/м2300= . 

На рис. 14 показані тимчасові залежності 

швидкості руху будівельної суміші для трьох 

значень висоти підйому кінця відвідної діля-

нки шлангу: 0=H ; м5,2=H ; м5=H . Ви-

користовувалися такі значення пластичної 

в’язкості та границі текучості: сПа10 = p ; 

Па50=y . 

 

Збільшення висоти підйому веде до зме-

ншення середньої швидкості руху суміші, 

частоти пульсацій (зменшується частота обе-

ртання ротора). У цьому разі розмахи пуль-

сацій швидкості змінюються незначно. Істо-

тним є вплив значень пластичної в’язкості та 

границі текучості на швидкість руху суміші. 

За тих самих параметрів насоса для ньюто-

нівської рідини з динамічним коефіцієнтом 

в’язкості сПа4 =  середня швидкість руху 

виявляється приблизно вдвічі більшою [12]. 

У процесі побудови графіків на рис. 15 варі-

ювалися значення границі текучості: 0=y ; 

Па50= y ; Па100=y . Деякі вихідні пара-

метри моделі були змінені: сПа4 = p ; 

0=H ; м102 =l . Аналіз графіків дозволяє 

зробити висновок, що суттєва зміна границі 

текучості несуттєво позначається на середній 

швидкості переміщення середовища. Набага-

то більший вплив на середню швидкість дає 

пластична в’язкість середовища. 

Переконливим підтвердженням останньо-

го твердження є графіки рис. 16. Криві 2 і 3, 

на відміну від відповідних кривих на рис. 15, 

отримані для збільшених значень пластичної 

в’язкості сПа6 = p , сПа8 = p , що стало 

причиною значного зменшення середньої 

швидкості руху середовища. 

Рис. 14. Швидкість суміші залежно від часу 

(1 – 0=H ; 2 – м5,2=H ; 3 – м5=H ) 
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Рис. 15. Швидкість суміші залежно від часу (1 – 0=y ; 2 – Па50= y ; 3 – Па100=y ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 16. Швидкість суміші залежно від часу (1 – сПа4 =p , 0=y ; 2 – сПа6 =p , 

Па50= y ; 3 – сПа8 =p ; Па100=y ) 

 

Досліджувався вплив збільшення потуж-

ності гідромотора на швидкість переміщення 

будівельної суміші. Крива, яка відповідає ви-

траті робочої рідини хв/л20  (див. рис. 12), 

попередньо була перебудована в залежність 

моменту гідромотора від кутової швидкості 

ротора (рис. 17), оскільки це було зроблено 

за умови витрати хв/л10  (див. рис. 13). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 17. Залежність моменту гідромотора від 

кутової швидкості ротора (витрата 

хв/л20 ) 
 

Графіки залежностей швидкості руху су-

міші від часу для цього випадку наведені 

на рис. 18.  

У побудові графіків варіювалися значення 

пластичної в’язкості ( сПа2 =p , 

сПа4 =p , сПа6 =p ), границі текучості 

( 0=y , Па25= y , Па50= y ). Для висоти 

підйому суміші бралося значення м5=H ; 

інші параметри приймалися як і в розрахун-

ках для побудови графіків (рис. 15, 16). 

Отримані графіки показують: збільшення 

потужності гідромотора веде до зростання 

середньої швидкості руху суміші ( с/м1 ; 

крива 1); збільшення пластичної в’язкості іс-

тотно знижує середню швидкість руху сумі-

ші (криві 2, 3). 

 

Висновки 

1. Створена математична модель динаміч-

них процесів у перистальтичному насосі з гі-

дравлічним приводом у формі диференційно-

го рівняння щодо кута повороту ротора. 

Модель містить основні геометричні, масові 

характеристики ротора, динамічну характе-

ристику гідромотора, параметри шлангу, се-

редовища Бінгама. 
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Рис. 18. Швидкість суміші залежно від часу (1 – сПа2 =p , 0= y ; 2 – сПа4 =p , 

Па25= y ; 3 – сПа6 =p , Па50= y ) 

 

2. Розроблено метод формування моменту 

опору обертанню ротора насоса від роликів, 

що деформують шланг; встановлено, що він 

суттєво відрізняється від постійного на інте-

рвалі оберту. 

3. Запропоновано метод побудови залежності 

перепаду тиску від кутової швидкості ротора, 

що необхідно для визначення сили опору ру-

ху суміші за допомогою рівняння Букінгема. 

4. Запропоновано нелінійну модель сили 

опору руху середовища Бінгама. 

5. Отримано вирази для сил опору, обумо-

влених силами ваги частинок суміші у від-

відній частині шлангу. 

6. Використані дані каталогу подання мо-

менту гідромотора як функції кутової швид-

кості його ротора. 

7. Проведені дослідження динамічних 

процесів за допомогою створеної моделі. 

Установлені важливі технологічні закономі-

рності функціонування пристрою: швидкість 

руху середовища може мати значну змінну 

складову; швидкість руху середовища й про-

дуктивність насоса зростають у разі змен-

шення довжини відвідної частини шлангу й 

зниження висоти його підйому; значний 

вплив на середню швидкість надає пластична 

в’язкість середовища; суттєва зміна границі 

текучості позначається на швидкості незнач-

но. 

8. Запропонований підхід дослідження 

динамічних процесів перспективний для мо-

дернізації наявних та розробленні нових мо-

делей перистальтичних насосів. 
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Dynamic processes modeling in a peristaltic pump 

with a hydraulic drive for a Bingham fluid 

Abstract. Problem. At present, peristaltic pumps are 

widely used in construction, chemical production, 

mining industry, processing plants, food processing 

industry, etc. The creation of such devices and meth-

ods for the rational choice of their parameters is a 

vital task. One of the effective directions of its solu-

tion is the adequate dynamic process modeling in in-

dicated mechanisms. Goal. The work is devoted to 

the creation of a universal mathematical model of 

dynamic processes in a peristaltic pump with a hy-

draulic drive for determining the technological quali-

ties of the device, and the choice of its rational pa-

rameters. The model contains the primary geometric 

of the rotor, mass characteristics, the hydraulic mo-

tor dynamic characteristics, the parameters of the 

hose, and the mixture that is moving. Methodology. 

The procedure for the generation of Lagrange equa-

tions of the second kind was used for building a 

mathematical model of dynamic processes in the de-

vice. The model has been created in the form of a dif-

ferential equation concerning the rotor angle of rota-

tion. A method has been developed for forming the 

resistance moment to the pump rotor spinning from 

the rollers that deform the hose. A non-linear model 

of drag forces to the mixture movement, which is the 

Bingham fluid, is obtained by using the Buckingham 

equation. An expression is found for the drag forces 

due to the gravity forces of the mixture particles in 

the hose discharge part. An approach has been sug-

gested to the usage of the catalog data for represent-

ing a hydraulic motor torque as an angular velocity 

function of its rotor. Results. Important technological 

features of the device operation have been estab-

lished: the presence of a significant variable compo-

nent in the mixture motion speed; the influence of the 

lift height hose length, coefficients of rolling friction 

for rollers, plastic viscosity, and yield strength in 

mixture motion speed and pump capacity. Originali-

ty. Important technological regularities of the device 

functioning were established: the speed of the mix-

ture motion can have a significant variable compo-

nent; the speed of the mixture motion and pump’s 

performance increase with a decrease in the length 

of the discharge hose and a decrease in its height, a 

decrease in the rolling friction coefficients for the 

rollers and a rejection of side rollers. Practical val-

ue. The results of using the developed method for 

studying dynamic processes were presented when a 

real construction of a peristaltic pump was being 

created. The suggested approach is high-potential for 

the modernization of existing and the development of 

new models of peristaltic pumps. 

Key words: a peristaltic concrete pump, dynamic 

process, a hydraulic drive, a pump rotor, a roller, the 

Buckingham equation, the Bingham fluid. 
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