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Анотація. В цій статті розглядаються імпульсні впливи різних навантажень на трикутні, 

рівнобедрені, пружні, ізотропні пластини. Дослідження проводяться з використанням класич-

ної теорії пластин. Наведено аналітичний розв’язок прямої задачі з визначення внутрішніх 

моментів і прогинів пластини, а також числові дані розрахунку конкретного випадку наван-

таження. 
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Вступ 

Наразі розв’язок прямих задач механіки 

деформованого твердого тіла не втрачає ак-

туальності й має велике значення для моде-

лювання, розрахунку напружено-

деформованого стану елементів конструкцій 

і використання у подальших розв’язках задач 

ідентифікації та управління. 

 

Аналіз публікацій 

Теорія коливань трикутних пластин, що 

наведена, базується на підходах, які були 

викладені в монографіях [1, 2] і в наш час 

визнані класичними в галузі динаміки та 

міцності елементів конструкцій машин, при-

ладів, апаратури і в галузі коливань систем із 

розподіленими параметрами. 

В основу теорії нестаціонарних коливань 

трикутних пластин закладається ідея про 

можливість симетрії законів коливань у пла-

стинах квадратної у плані форми. 

 

Мета і постановка задачі 

Метою є розробка способу розв’язання 

прямої задачі коливання трикутних пластин. 

Для досягнення поставленої мети необ-

хідно розв’язати диференціальне рівняння, 

яке аналітично описує коливання трикутних 

пластин. 
 

Виклад основного матеріалу 

Диференціальне рівняння нестаціонарних 

коливань навантаженої тонкої пластини в 

декартовій системі координат записується 

таким чином [3] 
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де w(x, y, t) – відхилення точок серединної 

площини пластини від горизонтальної пло-

щини z=0;  3 212 1D Eh  ; E, ,  – пру-

жні постійні Ляме матеріалу пластини і його 

щільність; h – товщина пластини, яка перед-

бачається постійною; F(x, y, t) – функція 

трьох змінних, яка визначає нормальне нава-

нтаження, що впливає на пластину. Передба-

чається, що це навантаження прикладене 

нормально до серединної площини пластини. 

Пластину, що має форму рівнобедреного 

прямокутного трикутника з вільно обперти-

ми краями, можна розглядати як половину, 

яка зображена на рис. 1 штриховою лінією, 

квадратної пластини. Якщо в точці А з коор-

динатами  і  прикласти зосереджене наван-

таження +P(t), а в точці А', яка є дзеркальним 

відображенням точки А відносно діагоналі 

BC квадрата, прикласти фіктивне наванта-

ження -P(t), то очевидно, ці два навантажен-

ня викличуть такі деформації квадратної 

пластини, що діагональ BC займе положення 

вузлової лінії [2]. Рис. 1 по суті відтворює 

рис. 161, наведений в роботі [2]. 

 

 
 

Рис. 1. Схема навантаження квадратної плас-

тини 
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Диференціальне рівняння (1) краще пере-

писати у вигляді 
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де введена нова часова змінна, така, що 
2 2

2 2
h

t

 
 

 
. Неважко побачити, що величи-

ни t і  пов’язані співвідношенням 

t h   . 

Для розв’язання рівняння (2) для квадрат-

ної пластини з вільно обпертим контуром 

будемо використовувати метод, запропоно-

ваний Нав’є, опис якого, наприклад, наведе-

но в [2]. 

Розв’язання рівняння (2) будемо викону-

вати в поєднанні із застосуванням перетво-

рення Лапласа у часі w
L
(x, y, s) = L(w(x, y, )). 

Якщо скористатися результатами моног-

рафії [2], то спочатку необхідно розвинути 

функцію F
L
(x, y, s) в наступний ряд: 
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Оскільки в нашому випадку a=b (пластина 

є квадратною), то 
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Коефіцієнти  L
mna s  (3) знаходяться за 

формулами 
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Якщо прийняти початкові умови нульо-

вими  
 , ,0

, ,0 0; 0
w x y

w x y
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, то рів-

няння (2) у просторі зображень за Лапласом 

можна записати у формі 
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  , ,LF x y s . (6) 

 

Вигляд розв’язання рівняння (6) для квад-

ратної пластини подається подвійним рядом 

 

  , ,Lw x y s    
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1 1

sin sinL
mn

m n

m x n y
w s

a a

 
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 
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Зауважимо, що вид шуканої функції у фо-

рмі розвинення (7) забезпечує відповідність 

граничним умовам вільного обпирання квад-

ратної пластини уздовж чотирьох її сторін 

(x=0, y=0, x=a, y=a). 

Здійснимо підстановку розвинення (7) в 

рівняння (6). Використовуємо також розви-

нення (6) і властивість ортогональності фун-

кцій sin
m x

a


 і sin

n y

a


 на інтервалі (0, а). 

Після виконання нескладних операцій з рів-

няння (6) буде випливати така формула для 

величини  L

mnw s : 
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L
mnL
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a s
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C s
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
, (8) 

 

де  
2

2 4 4 2 2
mnC Da m n   . 

Зазначимо, що Cmn = Cnm. 

Оригінал функції (8) знаходиться елемен-

тарно 

 

      1 1

0

1
sinmn mn mn

mn

w a C d
C



       . (9) 

 

На розглянуту квадратну пластину, яка по 

суті складається з двох трикутних пластин, 

впливають два зосереджених навантаження 

+P() і -P(), причому їх точки прикладання 

симетрично розташовані відносно прямої x + 

y = a. Таким чином 

 

 F(x, y, ) = P()(x - )(y - ) –  

 

 - P()(x – a + )(y – a + ). (10) 

 

У формулі (10) функція P() визначає змі-

ну зосереджених навантажень у залежності 

від часової змінної . 
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Співвідношення (5) записується у просто-

рі оригіналів 
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Якщо здійснити підстановку виразу (10) в 

рівняння (11), то отримаємо такий вираз 
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Функція, що визначає нормальне перемі-

щення трикутної пластини в довільній точці 

x, y, виходить такою 
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Вираз (13) можна змінити до наступного 

вигляду, якщо зробити елементарні тригоно-

метричні перетворення, 
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Якщо в якості функції P() в (14) поклас-

ти P() = H0H(1), то випливе така наступна 

формула 
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Необхідно перевірити, чи будуть задово-

льнятися граничні умови w(x, y, ) = 0 на 

третій стороні трикутника, яка збігається з 

відповідним відрізком прямої x + y = a. Для 

цього покладемо у формулі (14) y = a – x. В 

результаті отримаємо 
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Покладемо в (15) m = 1, n = 1. Будемо ма-

ти у круглих дужках величину 

sin sin sin sin 0
a a a a

   
  . Тобто пер-

ший член у нескінченній сумі (15) дорівнює 

нулю. 

Покладемо в (15) m = 2, n = 2. Будемо ма-

ти у круглих дужках в (17) величину 

2 2 2 2
sin sin sin sin 0

a a a a
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  . 

Отже член у подвійній сумі (15) для m = 2, 

n = 2 так само дорівнює нулю. 

Визначимо величини, відповідні членам у 

подвійній сумі (15) з m = 1, n = 2 і m = 2, n = 

=1. 

Для m = 1, n = 2 матимемо 
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Для m = 2, n = 1 із (15) буде випливати 
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Узагальнюючи вищенаведене, робимо ви-

сновок, що сума перших чотирьох членів у 

ряді (15) дорівнює нулю. 

Послідовність таких операцій можна про-

довжити і дійти висновку, що уздовж відріз-

ка прямої x + y = a, який відповідає третій 

стороні трикутника, виконується умова рів-

ності нулю нормального переміщення. 

У зв’язку з тим, що розглядається питання 

про деформацію пластини, необхідно дослі-

дити другу граничну умову уздовж третьої 

сторони трикутника, яка відповідає рівності 

нулю згинального моменту Mn, де n  – оди-

ничний нормальний вектор прямої x + y = a. 

Рівняння цієї прямої в нормальній формі є 

таким   2 0x y a    . Тому одиничний 

нормальний вектор до третьої сторони розг-

лянутої трикутної пластини записується так: 

 

 0.5 2 0.5 2n i j       , (18) 

 

де i , j  – орти декартової системи коорди-

нат. 

Для визначеності будемо приймати, що 

0.5 2 0.5 2n i j      . 

Для криволінійного граничного контуру 

пластини в [2] наводиться такий вираз 
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вектором n  і віссю абсцис. При цьому пе-

редбачається, що вектор n  розташований в 

точці, що знаходиться на криволінійному 

контурі. У загальному випадку криволінійно-

го контуру вектор n  може змінювати своє 

положення від «точки до точки». У нашому 

випадку прямолінійного контуру  = /4. 

Тому співвідношення (19) при  = /4 після 

підстановки виразів для моментів набуде 

форми 
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З формули (20) випливає, що 
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2
n

D w
M

x


    


  

    
2 2

2
1 1

2

D w w
D

x yy

 
     

 
. (21) 

 

У формулу (21) необхідно спочатку підс-

тавити вираз (15) для перевірки виконання 

другої граничної умови. В результаті мати-

мемо вираз для згинального моменту, який 

виникає в точці з координатами x, y квадрат-

ної пластини. Якщо ще врахувати, що нас 

цікавить зміна згинального моменту Mn уз-

довж границі трикутної пластини (x + y = =a), 

то згаданий вираз для згинального моменту 

уздовж цієї граничної сторони можна звести 

до вигляду 

 

  
2

4

2
, ,n

D
M x a x

a


      

    2 2

1 1

1 sin sin
m n

m x n x
m n

a a

 

 

  
    


   

    1mnB        

  
1 1

cos cos mn

m n

m x n x
m n B

a a

 

 

 
   


 , (22) 

 

де 

    sin sin 1
n

mn

m n
B

a a

 
    


  

  sin sin 1
mm n

a a

  
  


  

      1 1 1 1

0

1
sin mn

mn

P C d
C



       . 

Легко переконатися, що всі члени, що 

входять до розвинення в (22) з однаковими 
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значеннями m і n, дорівнюватимуть нулю. А 

всі члени типу dmn і dnm, де n і m мають різні 

значення, пов’язані співвідношеннями dmn =  

=- dnm. Тому формула (22) визначає згиналь-

ний момент Mn на третій стороні трикутника 

як функцію з нульовими значеннями. Отже, 

друга гранична умова (силова) для випадку 

вільного обпирання третьої сторони трикут-

ної пластини також виконується. Тобто по-

будова розв’язання (14) визначає нормальні 

коливання пластини у формі рівнобедреного 

прямокутного трикутника з вільним обпи-

ранням її уздовж усіх сторін. При побудові 

розв’язання передбачається, що на пластину 

в деякій її точці з координатами ,  впливає 

нормальне зосереджене навантаження, зале-

жність якого в часі визначається заданою 

функцією P(). 

Відзначимо, що аналогічна задача була 

розглянута авторами статті [4] на основі тео-

рії С. П. Тимошенко для пластин. 

Наведемо приклад розрахунку коливань 

трикутної пластини згідно формули (14) у 

відповідності до класичної теорії. 

Характеристики матеріалу пластин E = 

=2,0710
11

 Па;  = 0,3;  = 7880 кг/м
3
. Пара-

метри розмірів пластин: h = 0,04 м; a = b =  

= 4 м. Величина сили H0 = 10
2
 Н. Точки, в 

яких обчислювалися переміщення, мали ко-

ординати: (1,2 м; 1,2 м), (1,5 м; 1,5 м), (1,9 м; 

1,9 м). Точка, в якій була прикладена сила, 

була задана такою (1,2 м, 1,2 м). 

Поверхні на рисунках 2, а, б, в, г відобра-

жають епюри коливань квадратної пластини 

відповідно в моменти часу  = 210
-5

,  = 

=410
-5

,  = 810
-5

,  = 1.0410
-4

. 

 

 
а)       б) 

 

 
в)       г) 

 

Рис. 2. Епюри переміщень 

 

Висновки 

Представлено методику розв’язання пря-

мої задачі коливання пластини у формі рів-

нобедреного прямокутного трикутника. Для 

цього використано класичну теорію пластин, 

метод Нав’є і перетворення Лапласа. Отри-

мано відповідні аналітичні залежності. Вони 

дозволяють моделювати нестаціонарні коли-

вання пружної, ізотропної пластини з вільно 

обпертим трикутним контуром, визначати 

прогини у будь-якій точці пластини, а також 

внутрішні моменти. Представлено числові 

розрахунки у вигляді епюр прогинів пласти-

ни в різні моменти часу конкретного випадку 

навантаження пластини зосередженим не-

стаціонарним навантаженням у заданій точці. 
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Impulse deformation of triangular plates based on 

the classical theory  

Abstract. Problem. This article discusses the impulse 

effects of various loads on triangular, isosceles, 

elastic, isotropic plates. Analytical solutions of the 

direct problem of determining the internal moments 

and deflections of the plate, as well as the numerical 

results of calculations of specific loading case are 

presented. Goal. The goal is to develop a method for 

solving direct problems of determining internal 

moments and deflections in rectangular triangular, 

isosceles, elastic, thin, isotropic plates. 

Methodology. To solve the direct problem, the 

Navier method, the classical theory of modeling 

vibrations of thin plates and the Laplace transform 

are used. Results. A technique has been obtained that 

allows one to obtain numerical and analytical 

dependences for calculating the internal moments 

and deflections in a triangular plate. Originality. For 

the first time, a technique was developed for solving 

direct non-stationary problems to determine the 

internal moments and deflections in rectangular 

triangular, isosceles, elastic, thin, isotropic plates 

based on the classical theory. Practical value. The 

obtained analytical dependences can be used to 

simulate impulse vibrations of square and isosceles 

rectangular triangular thin isotropic elastic plates, 

which can be critical structural elements. 

Key words: triangular plates, classical plate theory, 

Navier method, Laplace transform, direct task. 
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