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Анотація. Розглянуто частотні характеристики вантового мосту за кількома його схемами. 

Здійснено аналіз впливу на частотні характеристики типу опору за різними наборами. Серед 

типів опору було вибрано тверду опору, шарнір та відсутність опору. Метою дослідження є 

визначення причин виникнення аварійно небезпечних ситуацій, зокрема тих,  що фіксуються як 

дорожньо-транспортні пригоди. Для цього запропоновано проаналізувати власні частоти 

вантового мосту за різноманітними типами його контактування (опору) з колонами. 

Об’єктом у нашому дослідженні є міст вантового типу, що експлуатується вже 45 років. Він 

є системою з трьох типів елементів: пілон, пролітна частина та колони. Предметом дослі-

дження є спектр власних частот мосту за різноманітними його моделями. Дослідження здій-

снено за допомогою методів коливань та скінченних елементів, а також розроблених автором 

методик побудови моделей складних машинобудівних систем. За результатами досліджень 

були розроблені математичні тривимірні скінчено-елементні моделі частин та всієї системи 

мосту за різними типами опору, отримані власні частоти для кожної системи. Проведені 

дослідження надали підстави для  висновків щодо конкретизації причин виникнення аварійно 

небезпечних ситуацій та способів їх уникнення. Було визначено унікальність розроблених моде-

лей вантового мосту. Завдяки ним  можна моделювати три стани взаємодії частин системи. 

Для проведення дослідження з високим ступенем достовірності реальної моделі необхідно 

отримати дані щодо типів з’єднання її елементів. Це можливо за допомогою унікальних ав-

торських методик побудови моделі та використання універсальних можливостей методу скі-

нчених елементів. Дослідження мосту іншими методами не дозволило вирішити поставленого 

завдання щодо  виникнення аварійно небезпечних ситуацій. Результати роботи є безпосереднє 

практичне застосування. За результатами дослідження  можна дійти  висновку щодо заходів 

із підвищення безаварійної роботи системи та заходів з уникнення виникнення аварійно небез-

печної ситуації. 

Ключові слова: міст, вібрація, власні частоти, моделювання, метод скінчених елементів, фун-
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Вступ 

Серед різноманітних типових конструк-

цій мостів можна виокремити їхні вантові 

різновиди. Конструкція вантового типу до-

зволяє не тільки рівномірно розподілити на-

вантаження на основні опорні елементи, але 

й значною мірою знизити строки будівницт-

ва. Незважаючи на ці переваги, вантові мости 

є більш престижними з погляду естетичності 

та надійності. Вантові мости є об’єктами 

престижу в кожній країні та населених пунк-

тах. Насамперед це пов’язано з обмеженнями 

на розмір прольоту моста. Чим більшим за 

довжиною є проліт,  тим кращий  та вагомі-

ший має вигляд міст (рис. 1). Однак витонче-

ність конструкції вимагає специфічних інже-

нерних рішень для їхнього забезпечення. 

Значні розміри прольоту висувають під-

вищені вимоги як до вант, так і до опорних 

пілонів. Крім того, залізобетонні конструкції 

мають більші строки будівництва, але меншу 

вартість. Ці особливості  пов’язані з необхід-

ністю використання для вантових мостів 

великої кількості коштовної легованої сталі, 

що використовують на ванти. Також неван-

тові конструкції мостів мають більшу здат-

ність до демпфірування коливань, а вантові 

фактично містять для майданчиків прольотів 

підпружинені опори. Все це призводить до 

різноманітних небажаних ситуацій у процесі 

експлуатації. 

У нашій країні побудовано один з пер-

ших десяти вантових мостів в Європі. Його 

типова конструкція є зразком для серії мостів 

цього типу. Він з’єднує автомобільну трасу із 

двох берегів ріки Дніпро в м. Київ.  2018 

року міст було перейменовано з «Московсь-

кого моста»  в «Північний міст». Незважаю-

чи на успішну експлуатацію моста вже біль-

ше ніж півстоліття, є декілька особливостей 

його використання. 
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Рис. 1. Міст вантового типу в м. Київ 

 

У процесі експлуатації зазначеного  мос-

та вантового типу була зафіксована велика 

кількість аварійних ситуацій автотранспорту. 

За результатами аналізу дорожньо-

транспортних випадків були виявлені факти 

нелінійної взаємодії автомобільного транс-

порту й моста, що можливо стали причиною 

аварії. Для усунення аварійних ситуацій було 

вжито такі заходи: заборонявся та дозволявся 

рух, звужувалася та розширювалася ширина 

прольоту для проїзду автотранспорту. Зазна-

чені заходи не призвели до зникнення або 

істотного зменшення аварійних ситуацій та  

дорожньо-транспортних випадків, що  про-

довжували й продовжують відбуватися до 

цього часу приблизно з однаковою періодич-

ністю. Так,  2019 року ремонтні роботи здій-

снювалися 12 разів, а  2020 року – більше ніж 

5 разів. Така ситуація призводить до необ-

хідності проведення додаткових досліджень, 

зокрема  частотного аналізу моста вантового 

типу. 

 

Аналіз публікацій 

Вантові конструкції одні з найкрасивіших і 

розповсюджених споруджень в усьому світі. 

Типовою вантовою конструкцією є міст  

[1– 6]. У нашій країні перший вантовий міст 

із прольотом більше 100 метрів був спроек-

тований і побудований більше 50 років тому 

в столиці на річці Дніпро [7–10]. Це «Рибаль-

ский вантовий міст», який мав довжину ос-

новного прольоту 144 метри. Міст був  в 

експлуатації з 1963 по 2009 рік. Нині здійс-

нюється демонтаж цього моста, який плану-

ють завершити до 2022 року. 1971 року по-

чалося будівництво нового унікального мос-

та з довжиною основного прольоту 300 мет-

рів [11– 13]. З 1976 року до сьогодні час він 

перебуває в експлуатації. На будівництво 

моста було витрачено 200 млн. доларів США 

[14]. Конструкція цього моста є пілотною і 

була з різноманітними  варіаціями повторена 

в великій кількості мостів, що побудовані на 

території країни. 1987 року було затверджено 

план проектування й будівництва Запорізь-

кого мостового переходу [15]. Його будівни-

цтво розпочалося 2004 року, і планують за-

вершити до 2024 року. Обсяг фінансування 

проекту на 2021 рік становить 1 млрд. дола-

рів США. У нашій країні експлуатуються 

також вантові мости з довжиною прольоту до 

100 метрів, більша частина з яких є пішохід-

ними. Проблема, що розглядається, стосуєть-

ся всіх мостів вантового типу. 

Раніше були проведені розрахунки ста-

тичної міцності вантового моста, які проде-

монстрували прогини в аварійно небезпеч-

них місцях основного прольоту й залежності 

переміщень і деформацій за різного комбіну-

вання вант [16–17]. Однак істотних методів і 

рекомендацій зі зниження аварійно небезпе-

чних ситуацій і тенденцій ці дослідження не 

дали. Тому було ухвалене рішення щодо 

продовження досліджень, зокрема  аналізу 

спектрів власних частот за умови  різномані-

тних варіантів кріплення пролітної будови до 

опор [18– 20]. Для кріплення до опор розгля-

далися такі варіанти: шарнір, тверда опора, 

відсутність опори. 

 

Мета і постановка завдання 

Метою нашого дослідження є визначен-

ня значень власних частот моста вантового 

типу, здійснення їхнього якісного й кількіс-

ного аналізу. Об’єктом у цьому дослідженні 

є система мосту, що складається з трьох 

структурних частин: пілона, вантів, пролітної 

частини. Предметом дослідження є значення 

власних частот, їхній спектр, а також якісні 

характеристики.  
 

 

Математична модель 

Запишемо для нашої задачі основний 

функціонал в узагальненому виді: 
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L(t, СO,
 
q)  =  0 ,                      (1) 

 

де СО
  
– жорсткості опорних місць мосту; L – 

рівняння руху Лагранжа 2 роду; q – узагаль-

нені переміщення.  

Відповідно до загальновідомого методу 

скінченних елементів [21–22] функціонал (1) 

можна записати в матричному виді: 

 

RtqKtqCtqM  )}(]{[)}(]{[)}(]{[  ,     (2) 

 

де М – матриця мас; С – матриця демпфу-

вання; К – матриця жорсткості; R – зовнішні 

тривіальні впливи. 

Власні частоти (pj) коливань для системи 

визначаються відповідно до формули (3): 

 

02  ]MpKdet[ j
.                 (3) 

 

Значення частот можуть бути визначені за 

допомогою методу Якобі. 

 

Опис розрахункової моделі  

Були побудовані геометричні моделі, що 

наведені на рис. 2. Міст має загальну довжи-

ну 816 м. Довжина основного прольоту ста-

новить  300 м. Висота пілона моста 119 м. На 

основі геометричних моделей побудовані 

розрахункові кінцево-елементні моделі.  

 

 

 
 

Рис. 2. Геометрична модель 

 

Вид розрахункових моделей наведено на 

рис. 3. Він візуально однаковий для всіх мо-

делей. Їхня основна особливість полягає в 

способі кріплення моста. Розглянута модель 

моста має чотири місця закріплення. Модель 

1 містить тверде закріплення пілона. У моде-

лях 2 і 3 тверде закріплення, крім пілона, 

мають ще обидва кінці прольоту моста. 

У моделі 4 всі опори твердого типу закріп-

лення. Параметри моделей наведені в табл. 1. 

Характеристики кріплення опор наведені в 

таблиці 2. 

 

 
 

Рис. 3. Скінченно-елементна модель 
 

Для моделі 4 була побудована модель 4-2 

зі збільшеною кількістю ступенів волі. Мак-

симальне розходження за частотами стано-

вить 8 %, середнє розходження менше – 6 %. 

Тому для розрахунків була використана дис-

кретизація, що відповідає моделі 4. 

 

Дослідження спектра власних частот  

Для побудованих скінченно-елементних 

моделей були розраховані власні частоти в 

діапазоні від 0 до 10 Гц.  
 

Таблиця 1  – Параметри розрахункових моделей 

Модель 
Кількість 

вузлів елементів ступенів волі 

1 10797 30748 32313 

2 10797 30748 32235 

3 10930 31121 32619 

4 10930 31121 32604 

4-2 13850 44320 54109 
 

Таблиця 2 – Характеристики розрахункових  

моделей 

Модель 

Кількість 

вільних 

опор 
шарнірів твердих опор 

1 1 2 1 

2 1 0 3 

3 0 1 3 

4 0 0 4 

4-2 0 0 4 
 

У діапазоні, що розглядається, розташову-

ється перша тисяча власних частот. Більша 

частина з них відповідає локальним резонан-

сам вантів. Значно менша частина з них від-

повідає резонансам всієї системи, що позна-

чаються як глобальні. На рис. 4 наведено 

частоти глобальних резонансів моделей 1 і 2. 

На рис. 5 і 6 наведено частоти глобальних 

резонансів моделей 3 і 4. 
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Рис. 4–6 демонструють, що врахування 

проміжної опори істотно впливає на тип роз-

поділу глобальних резонансів. Так, у моде-

лей 1 і 2 в діапазоні до 10 Гц розташовано по 

5 глобальних резонансів (рис. 4). У моделі 3 

таких резонансів 49 (рис. 5). А для моделі 4 є 

29 глобальних резонансів (рис.6). Отже, мо-

делі 1 і 2 відрізняються від моделей 3 і 4. 

Моделі 1 і 2 мають майже однаковий частот-

ний спектр (рис. 4). Моделі 3 і 4 містять де-

кілька загальних закономірностей (рис. 5, 6). 

Вони виражені в розподілі глобальних резо-

нансів. Є досить густий спектр у діапазоні до 

5 Гц (рис. 5, 6) та діапазон в 2 Гц без глоба-

льних резонансів. Наприкінці діапазону на 

частотах 7– 8 Гц розташовано ще один (для 

моделі 4, рис. 6) або декілька резонансів (для 

моделі 3, рис. 5). 

 

1
[ 0 - 11 Гц ]

model 2 model 1

 
Рис. 4. Власні частоти глобальних резонансів моделей 1 і 2 

1
[ 0 - 9 Гц ]model 3

 
Рис. 5. Власні частоти глобальних резонансів моделі 3 

1 [ 0 - 9 Гц ]model 4

 
Рис. 6. Власні частоти глобальних резонансів моделі 4 

 

Моделі 1 і 2 (рис. 4) мають майже одна-

ковий частотний спектр, ніж моделі 3 і 4 

(рис. 5, 6). Всі ці особливості демонструють 

вплив жорсткості  обпирання на розподіл 

глобальних резонансів. Спільним  між ними 

є те, що рух вздовж мосту  з дуже малими 

швидкостями (перша передача) буде джере-

лом і причиною виникнення резонансів у 

системі. Це може бути причиною виникнен-

ня дорожньо-транспортної пригоди. Для не-

завантаженого стандартного автомобіля ВАЗ 

2106 ці малі швидкості становлять діапазон 

від 0 до 7 км/г. Для інших транспортних за-

собів верхня межа діапазону становить приб-

лизно 3–15 км/г. Для правильного вираху-

вання граничної швидкості критичного діа-

пазону необхідно враховувати тип механіч-

ної коробки передач, тип двигуна, діаметр 

коліс, тип протектора, тиск шин, а також 

загальні формули розрахування та таблиці 

частот обертання окремих частин транспорт-

ного засобу, що є відомими для фахівців. 

Крім того, необхідно зазначити, що транспо-

ртний засіб більшої маси в разі виникнення 

резонансу призведе до більш складної ава-

рійної ситуації.  

 

Висновки 

Дослідження демонструє істотний вплив 

твердості обпирання на спектр власних час-

тот. Глобальних резонансів  у системі значно 

менше, ніж локальних, що пов’язано з біль-

шою кількістю резонансів на вантах. Резуль-

тат частотного аналізу продемонстрував, що 

рух вздовж мосту з невеликими швидкостя-

ми або гальмування до повної зупинки мо-



Вісник ХНАДУ, вип. 93, 2021  

 
65 

жуть бути причинами виникнення резонансу 

всієї системи та дорожньо-транспортної при-

годи. 
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Modeling of cable-stayed bridge and research of 

frequency characteristics 

Abstract. Problem. The frequency characteristics of 

the cable-stayed bridge according to several of its 

schemes are considered. The analysis of the influence 

on the frequency characteristics of the type of 

resistance according to different sets is carried out. 

Among the types of resistance were taken complete 

whitening, hinge and lack of resistance. Goal. The 

purpose of the study is to determine the causes of 

emergencies, including those recorded as road 

accidents. For this purpose it is offered to carry out 

the analysis of natural frequencies of the cable-

stayed bridge on its different types of contact 

(resistance) with columns. The object of this study is 

a cable-stayed bridge, which has been in operation 

for 45 years. The bridge is a system of three types of 

elements: pylon, span and columns. The subject of 

the study is the spectrum of natural frequencies of the 

bridge according to its various models. 

Methodology. The research was performed using the 

methods of oscillations and finite elements, as well as 

the methods developed by the author for building 

models of complex machine-building systems. 

Results. According to the results of the performed 

researches, mathematical three-dimensional finite-

element models of parts and the whole system of the 

bridge were made for different types of resistance, 

natural frequencies for each system were obtained. 

The conducted research provided grounds for 

conclusions on concretization of the causes of 

emergency situations and directions for their 

avoidance. Originality. Regarding the type of 

developed models of the cable-stayed bridge, we note 

their uniqueness. Due to the existing personalities of 

the models used, it is possible to model three states of 

interaction of parts of the system. To conduct a study 

with a high degree of reliability of the real model, 

you need to have available data on the types of 

connections of its elements. This is possible with the 

help of unique author’s methods of model 

construction and use of universal possibilities of the 

finite element method. Research of the bridge by 

other methods did not allow to solve the set tasks on 

emergence of emergency situations. Practical value. 

The results of the work have a direct practical 

application. Based on the results of the work, a 

conclusion was made on measures to increase the 

trouble-free operation of the system and measures to 

avoid the occurrence of an emergency situation. 

Key words: bridge, vibration, natural frequencies, 

modeling, finite element method, foundation. 
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