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Одеська державна академія будівництва та архітектури 

 

Анотація. Розглянуто застосування чисельно-аналітичного методу граничних елементів  

(ЧА МГЕ) до розрахунків пологих оболонок. Завдання щодо вигинання пологої оболонки є дво-

вимірним, а в чисельно-аналітичному методі граничних елементів пластини й оболонки розгля-

даються як узагальнені одномірні модулі, тому до цього рівняння застосували метод розподілу 

змінних Фур’є та варіаційний метод Канторовича-Власова, що дозволило одержати звичайні 

диференціальні рівняння восьмого порядку.  

Ключові слова: полога оболонка, метод граничних елементів, метод Фур’є, метод Канторо-

вича-Власова, фундаментальні функції   

 
Вступ 

Застосування оболонкових конструкцій є 

найбільш ефективним розв’язком для перек-

риття більших прольотів без використання 

проміжних опор. Вони є досить міцними для 

сприйняття зовнішніх навантажень, тому 

мають порівняно невелику вагу, прості в мо-

нтажі, що робить їхнє застосування економі-

чно вигідним. 

Форму оболонки покриття визначає тип її 

серединної поверхні. Для покриття прямоку-

тних залів застосовують оболонки з поверх-

нею обертання або перенесення. З поверхонь 

обертання найчастіше використовують фра-

гмент опуклої поверхні тора позитивної гау-

сової кривизни. Поверхня переносу формує 

переміщення криволінійної утворювальної 

(кругової, параболічної, еліптичної тощо) 

вздовж паралельних криволінійних напрям-

них. Для оболонок з монолітного бетону ви-

бирають переважно поверхню переносу, що 

спрощує конструкцію опалубки й технологію 

зведення, а  для збірних оболонок вибирають 

тороїдальну поверхню переносу.  

Використання оболонкових конструкцій 

викликає постійний інтерес механіків і мате-

матиків до розроблення нових підходів щодо 

їхнього розрахування. Аналітичних розв’яз-

ків у теорії оболонок дуже мало, і всі вони 

досить складні для практичного застосуван-

ня. Внести свій вклад до вирішення цієї про-

блеми може, на нашу думку, застосування 

чисельно-аналітичного методу граничних 

елементів. 
 

Аналіз публікацій 

Теорія пологих оболонок створена насам-

перед працями видатного вченого 

В. З. Власова [1, 2] і надалі розвинена в різ-

номанітних напрямах працями А. А. Наза-

рова [3], А. Л. Гольденвейзера [4], А. Р. Ржа-

ніцина, В. В. Новожилова, П. М. Огибалова, 

Н. В. Колкунова [5], І. Н. Слезінгера,  

Л. М. Пухонто, Н. Н. Леонт’єва, П. А. Лука-

ша, С. П. Тимошенка та ін. Завдання розра-

хунків пологої оболонки зводять до вирі-

шення завдання для системи диференціаль-

них рівнянь у частинних похідних. Подібні 

завдання вирішувалися аналітичними мето-

дами, зокрема методами подвійних тригоно-

метричних рядів (метод Нав’є), одинарними 

гіперболо-тригонометричними рядами (ме-

тод Леві), або наближеними, наприклад варі-

аційними методами (методом скінчених різ-

ниць (МСР), методом скінчених елементів 

(МСЕ), методом граничних елементів (МГЕ), 

методом послідовних апроксимацій (МПА). 

Застосування аналітичних методів у процесі 

вирішення завдань теорії пологих оболонок 

аналізується в роботах таких учених, як  

В. З. Власов, А. А. Назаров, В. В. Дикович, 

Л. С. Гаранін, Л. Г. Мухадзе, П. М. Огибалов, 

М. А. Колтунов, Ю. П. Федоров, Б. К. Ми-

хайлов та інших. Вирішення завдань теорії 

пологих оболонок наближеними методами, 

зокрема варіаційним методом Бубнова-

Гальоркіна досліджували  Я. А. Пратусевич 

[6], П. І. Кохреідзе [7], С. Д. Кисляков та ін-

ші. Застосування чисельних методів є пред-

метом багатьох публікацій, з яких можна ви-

окремити роботи [9−13]. 

Кількість сучасних публікацій із застосу-

вання чисельних методів для розрахунків 

пологих оболонок досить велика, цьому, без-

умовно, сприяє розвиток комп’ютерної тех-

ніки й інженерних програм розрахунків. Тут 

можна виокремити роботи [14−19].   
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Мета і постановка завдання 

Метою цієї роботи є зведення рівнянь те-

орії пологих оболонок до виду, необхідного 

для вирішення завдання методом граничних 

елементів. 

 

Результати досліджень 

Рівняння статики пологих оболонок із 

прямокутним планом отримані 

В. З. Власовим [1]: 

 
2 2 2

2 2 2

( , ) ( , ) ( , );

( , ) ( , ) ( , ),

k z

k xy

D w x y x y q x y

x y Eh w x y q x y

     

     

(1) 

 

де ( , )w x y  − поперечний прогин; ( , )x y  − 

функція напружень; D − циліндрична жорст-

кість; E  − модуль Юнга; 2  − оператор Ла-

пласа; ,xk  ,yk  xyk  − кривизни; 

 h − товщина оболонки: 

 
2 2 2

2

2 2
2 .K x y xyk k k

x yy x

  
   

  
 (2) 

 

Праві частини рівнянь (1) визначаються 

виразами 

 

0 0

( , ) ;

yx

z z x yq x y P P dx P dy   
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де ; ;z x yP P P  − нормальна й тангенціальні 

складові навантаження;   − коефіцієнт Пуа-

ссона. 

Систему рівнянь (1) можна приблизно 

розв’язати варіаційним методом Бубнова-

Гальоркіна за будь-яких граничних умов і 

довільного зовнішнього навантаження [1]. 

У цьому випадку розрахункова схема оболо-

нки дискретизується за двома напрямами. 

Більш досконалою розрахунковою модел-

лю є континуальна модель в одному напрямі 

та дискретна в іншому. Така схема реалізо-

вана в методі переміщень, але тільки для ша-

рнірного обпирання поздовжніх країв оболо-

нки [5]. Для довільних граничних умов поді-

бні типи розв’язання відсутні. 

Задамо функції ( , )w x y  й ( , )x y  як 
 

2 2 2

2 2 2

1
( , ) ( , ) ( , ) ;

( , ) ( , ) ( , ),

K

K

w x y T x y Z x y
D

x y Z x y Eh T x y

  

    

  (4) 

 

тоді рівняння (1) шляхом підставляння (4) 

зводяться до двох окремих рівнянь з однако-

вою структурою: 

                    

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1( , ) ( , )

1( , ) ;

1( , ) ( , )

( , ).

K K

z

K K

xy

T x y Eh T x y
D

q x y
D

Z x y Eh Z x y
D

q x y

       



       



    (5) 

 

Для розв’язання цих рівнянь використову-

ємо метод розподілу змінних Фур’є та варіа-

ційний метод Канторовича-Власова. Згідно з 

методом Фур’є невідомі функції можна запи-

сати як ряди: 

 

1 2( , ) ( ) ( ); ( , ) ( ) ( ).T x y R y X x Z x y y X x   (6) 

 

Ряди представлені k-і членами, а індекси 

тут і далі опущені. Безрозмірна функція Х1(х) 

визначає поперечний розподіл прогинів обо-

лонки, а безрозмірна функція Х2(х) − розпо-

діл функції напружень у напрямку осі ох. 

Функції Х1(х) та Х2(х) визначаються як 

розв’язок диференціального рівняння попе-

речних коливань балки за відповідних грани-

чних умов. Для моментного й безмоментного 

станів оболонки граничні умови, що визна-

чають вид функцій Х1(х) і Х2(х), у загальному 

випадку різні та співпадають тільки для шар-

нірного обпирання.  

Підставимо (6) в (5) і помножимо дві час-

тини першого рівняння (5) на Х1(х), а дві час-

тини другого рівняння  на Х2(х), а потім про-

інтегруємо в межах ширини оболонки. 

Отримуємо два звичайні диференціальні рів-

няння з постійними коефіцієнтами: 

 
*

1 1 1

1 1

*
2 2 2

2 2

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ;

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),

VIII VI IV

z

VIII VI IV

xy

A R y B R y C R y

q y
G R y H R y

D

A y B y C y

G y H y q y

  

  

     

    

 (7) 
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де коефіцієнти першого рівняння мають та-

кий вигляд: 

 
1 1

1

2
1 1 1 1 1

0 0

1

0

( ) ; 4 ( ) ( ) ;

( ) ( , ) ( ) ;

 

l l

l

z z

A X x dx B X x X x dx

q y q x y X x dx

 



 



 

1
* 2
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0
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l

IV
x

EhC X x k X x X x dx
D

  
    (8) 

1
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0

4 ( ) 2 ( ) ( ) ;

l

IV
x y

EhG X x k k X x X x dx
D

  
    

1
2

1 1 1 1

0

( ) ( ) ( ) ;

l

VIII IV
y

EhH X x k X x X x dx
D

  
  

 
 

1l  − ширина оболонки.  

Аналогічні вирази будуть мати й коефіці-

єнти другого рівняння, але з функцією 

2 ( ).X x  Для деякого спрощення перетворень 

будемо вважати, що 0xyk  , тобто рівняння 

(7) слушні для оболонки, яка має поверхні 

еліптичного (гіперболічного) параболоїда й 

циліндра. У процесі шарнірного обпирання 

поздовжніх країв оболонки, коли

1 2( ) ( )X x X x , ряди (6) будуть зводитися до 

точного розв’язання рівнянь (1). За інших 

граничних умов на поздовжніх краях 

розв’язання цим методом рівнянь (1) буде 

наближеним. 

Характеристичне рівняння для першого 

рівняння (7) має вигляд 

 
8 6 * 4 2

1 1 1 1 1 0.Ak B k C k G k H    
 

(9) 

 

Це рівняння підставлянням 2 1

12

B
Z k

A
   

зводиться до неповного рівняння четвертого 

ступеня: 

 

,011

2

1

4  rZqZPZ
 

(10) 

де  
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(11) 

4 2 * 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 4
1

3 16 64 256
.

256

B A B C A B G A H
r

A

   
  

Корінь рівняння (10) обчисляють за фор-

мулами 

 

 

 

1 1 2 3

2 1 2 3

1 ;
2

1 ;
2

Z x x x

Z x x x

  

    

 

 

3 1 2 3

4 1 2 3

1 ;
2

1 ,
2

Z x x x

Z x x x

   

     

 (12) 

 

де 1 2 3; ;x x x  − корінь кубічного рівняння 

 
3 2 2 2

1 1 1 12 ( 4 )x Px P r x q    . (13) 

 

Корінь рівняння (13) можна обчислити за 

формулами Кардано. Для цього зведемо (13) 

підставлянням 12

3

P
x y   до неповного ку-

бічного рівняння 

 
3 0y my n   ,  (14) 

 

де 

 
2 3 2

1 1 1 1 1 112 2 72 27
; .

3 27

P r P Pr q
m n

   
    (15) 

 

Корінь рівняння (14) мають вид 

 

1

2

3

;

1 ( ) ( ) 3 ;
2

1 ( ) ( ) 3 ;
2

y A B

y A B i A B
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(16) 

   

3 3
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3 2
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; ;
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  (17) 

1 1 1
1 1 2 2 3 3

2 2 2
; ; .

3 3 3

P P P
x y x y x y       (18) 

 

Тоді корінь характеристичного рівняння 

(9) можна записати так: 

 

1 1
1,2 1 3,4 2

1 1
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4 4

B B
k Z k Z

A A
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5,6 3 7,8 4
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Вираз (19) можна записати як 
 

1 4 1 1 5 8 2 2; .k i k i           (20) 

 

Для другого рівняння (7) з коефіцієнтами 
*

2 2 2 2 2; ; ; ;A B C G H   
 

1 4 3 3 5 8 4 4; .k i k i        
 

(21) 

 

Відповідно до виду корінь (20), (21) 

розв’язання однорідних рівнянь (7) записує-

мо як 
 

8 8

1 1

( ) ( ); ( ) ( ),i i i i

i i

R y C Ф y y C y
 

    
 

(22) 

 

де фундаментальні функції ( ), ( )i iФ y y  є 

гіперболо-тригонометричними: 

 

1 1 1 2 1 1

3 1 1 4 1 1

sin ; cos ;

cos ; sin .

Ф ch y y Ф ch y y

Ф sh y y Ф sh y y

     

     
  

 

Константи інтегрування в (22) можна оде-

ржати з розв’язання системи рівнянь для уза-

гальнених параметрів оболонки в напрямку 

осі oy , якщо  0y  . Моментний стан оболо-

нки визначається виразами 
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Безмоментний стан визначається виразами 
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  (24) 

( , ) 1( , ) ( , ) ( , ) ;x x y

u x y
k w x y N x y N x y

x Eh
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v x y
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Параметри оболонки також розкладаємо в 

ряди за ортогональними системами функцій: 

 

1

2

( , ) ( ) ( );

( , ) ( ) ( );

w x y W y X x

x y P y X x



   
(25) 

2 2( , ) ( ) ( ); ( , ) ( ) ( ).u x y U y X x v x y V y X x    

 

Вирази для узагальнених параметрів на-

пружено-деформованого стану оболонки 

можна отримати з геометричних і фізичних 

рівнянь теорії пологих оболонок за допомо-

гою процедури методу Канторовича-Власова. 

Відповідне рівняння моментного  стану не-

обхідно помножити на 1( )X x , а рівняння 
 

безмоментного  стану − на 2 ( )X x  
та інтегру-

вати в межах ширини оболонки. У цьому ви-

падку за допомогою функцій ( )R y  та ( )y  

можна визначити статичні та кінематичні 

параметри оболонки. Для цього необхідно 

побудувати 7 похідних фундаментальних 

функцій та використати співвідношення 

(23)−(25). У такий спосіб ми отримали 8 рів-

нянь. Система 8 рівнянь за умови, коли 0y   

, через властивості фундаментальних функ-

цій (0), (0)i iФ   розпадається на дві системи 

4-го порядку: 

                           

11 13 15 17 1
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(0) /

(0)

(0) / (0)
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,      

(27) 

 

де ( , 1,2,...,8)ijA i j   − аналітичні вирази фу-

ндаментальних функцій завдання. 

 
Висновки 

Таким чином, запропоновано розглядати 

вихідну модель пологої оболонки як конти-

нуальну модель в одному напрямку й дис-

кретну в іншому. Рівняння статики пологих 

оболонок із прямокутним планом, які є ди-

ференціальними рівняннями в частинних по-

хідних, за допомогою застосування методу 
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розподілу змінних Фур’є та варіаційного ме-

тоду Канторовича-Власова зводяться до зви-

чайних диференціальних рівнянь із постій-

ними коефіцієнтами. 

Донедавна основна проблема в такій реа-

лізації алгоритму чисельно-аналітичного ме-

тоду граничних елементів була зумовлена 

тим, що всі аналітичні вирази методу (фун-

даментальних функцій, функції Гріна, векто-

рів зовнішніх навантажень) [20] є громіздки-

ми, а проміжні перетворення пов’язані з ви-

значниками восьмого порядку. 

Так, одна з фундаментальних функцій у 

(26) має вигляд 
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Тут H – алгебраїчні вирази, а  – визнач-

ники четвертого порядку. 

Але в роботі [21] нами пропонується ви-

користовувати на першому етапі метод пря-

мого інтегрування, де, крім вихідного дифе-

ренціального рівняння, розглянуто рівноси-

льну систему рівнянь для невідомого вектора 

стану оболонки. У цьому випадку обчислень 

деяких аналітичних виразів, пов’язаних з ви-

значниками високих порядків, можна уник-

нути, скориставшись формулою Якобі. У ре-

зультаті обчислення визначника в довільній 

точці зводиться до його обчислення в точці 

0x  , що призводить до істотного спрощен-

ня всіх аналітичних виразів чисельно-

аналітичного методу граничних елементів. 

Технічна реалізація зазначеного вище 

спрощення, що дозволяє одержати аналітичні 

вирази фундаментальних функцій, функції 

Гріна й компонентів вектора навантаження, 

визначає напрям наших подальших дослі-

джень щодо досліджуваної проблеми. 
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For the calculation of flat shells by the numerical 

analytical method of boundary elements  

Abstract. The application of the numerical-analytical 

boundary elements method (NA BEM) to the 

calculation of shallow shells is considered. The 

method is based on the analytical construction of the 

fundamental system of solutions and the Green’s 

function for the differential equation of the problem 

under consideration. The theory of calculation of a 

shallow shell proposed by V. Z. Vlasov, which for the 

problem under consideration leads to an eighth-

order partial differential equation. The problem of 

bending a shallow shell is two-dimensional, and in 

the numerical-analytical boundary elements method, 

the plate and shell are considered in the form of 

generalized one-dimensional modules, therefore, the 

Fourier separation method and the Kantorovich-

Vlasov variational method were applied to this 

equation, which made it possible to obtain ordinary 

differential equations of the eighth order. It is noted 

that until recently, the main problem in the 

subsequent implementation of the algorithm of the 

numerical-analytical boundary element method was 

due to the fact that all analytical expressions of the 

method (fundamental functions, Green’s functions, 

vectors of external loads) are very cumbersome, and 

intermediate transformations are associated with 

determinants of the eighth order. It is proposed to 

use the direct integration method at the first stage, 

when, along with the original differential equation, 

an equivalent system of equations for the unknown 

shell state vector is considered. In this case, the 

calculations of some analytic expressions associated 

with determinants of higher orders can be avoided by 

using the Jacobi formula. As a result, the calculation 

of the determinant at an arbitrary point is reduced to 

its calculation at a zero value of the argument, which 

leads to a significant simplification of all 
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intermediate transformations and analytical 

expressions of the numerical-analytical boundary 

elements method. 

Keywords: shallow shell, boundary elements method, 

Fourier method, Kantorovich-Vlasov method, 

fundamental functions. 
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