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Анотація. У статті запропонована модель, що встановлює зв’язок між вхідним та вихідним 

сигналами лінійної інерційної вимірювальної системи. На відміну від загальноприйнятого інте-

грального рівняння згортки модель істотно спрощує синтез багатоканальних вимірювальних 

систем на основі марковської теорії лінійної фільтрації. Похибки апроксимації  вихідних сиг-

налів завдяки спрощеній моделі не перевищують одного відсотка для визначеного класу стаціо-

нарних сигналів. 
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Вступ 

Безпека роботи багатьох підприємств, які 

використовують складні технологічні проце-

си, істотно залежить від інформації, що над-

ходить від датчиків, що вимірюють парамет-

ри процесів. Одним з найважливіших пара-

метрів технологічного процесу енергетич-

них, хімічних та інших підприємств є тиск. 

Для надійності кількість датчиків тиску, що 

вимірюють той самий параметр, збільшують 

до двох, трьох і навіть, в окремих випадках, 

до шести. Процес прийняття рішення за умо-

ви невеликої різниці між показниками тиску 

в різних датчиках є простим, однак у разі 

виникнення істотних відмінностей він може 

стати невизначеним. Завдання ускладнюєть-

ся в умовах прийому нестаціонарних вхідних 

дій, які є типовими за функціонування техні-

чно складних об’єктів. Реально до багатока-

нальної системи, що складається з датчиків 

тиску, підводиться вздовж вимірювальної 

лінії тиск рідини від обладнання, у якому 

здійснюється технологічний процес. Для 

якісного аналізу вихідних сигналів з метою 

прийняття рішення необхідно створити дос-

товірну модель багатоканальної вимірюваль-

ної системи на основі її синтезу з викорис-

танням моделей вхідних сигналів та можли-

вих завад. 

 

Аналіз публікацій 

Модель вимірювального каналу за  умови, 

що динамічні та інші властивості системи не 

змінюються протягом деякого часом, можна 

описати рядом Вольтерра [1–3]. Вона може 

використовуватись для аналізу лінійних та 

нелінійних інерційних систем, однак ця мо-

дель використовує багатомірні імпульсні 

характеристики і є надзвичайно складною 

для практичного застосування.  

Більш проста модель вимірювального ка-

налу є віртуальним послідовним з’єднанням 

лінійного інерційного та нелінійного неінер-

ційного блоків (модель Вінера) або неліній-

ного неінерційного та лінійного інерційного 

блоків (модель Гаммерштейна), яка розгля-

дається  в багатьох роботах, наприклад в [4]. 

Методи аналізу таких систем щодо вимірю-

вальних каналів розглянуто в [5]. У багато-

канальній вимірювальній системі датчики в 

діапазоні робочого тиску зазвичай здійсню-

ють функцію перетворення, що близька до 

лінійної. У цьому випадку зв’язок між вихід-

ним та вхідним сигналами датчика визнача-

ється інтегральним рівнянням згортки [6] з 

використанням імпульсної характеристики 

першого порядку, яка реалізується в інжене-

рних додатках. 

Вхідні сигнали датчиків є реалізаціями 

випадкових процесів тиску, найбільш прос-

тими з яких є стаціонарні процеси. Окремим 

типом вхідних дій є шуми з дуже малим ін-

тервалом кореляції, що дає право визначати 

їх як білі гауссівські шуми [7]. Вони викори-

стовуються для визначення постійних часу 

датчиків на складних технічних об’єктах. 

На таких об’єктах найбільш поширеним ти-

пом вхідних дій є нестаціонарні випадкові 

процеси, кожна реалізація якого може бути 

розкладеною на моди Гільберта-Хуанга [8], 

які  здебільшого є стаціонарними. Вимірюва-

льні аспекти таких мод розглянуто в [9]. 
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Найкращі умови для синтезу багатокана-

льної системи створюються за умови, якщо 

вхідний процес тиску є марковським випад-

ковим процесом. За звичайних умов таке 

наближення є некоректним з огляду на ви-

значення марковського процесу. В умовах 

аномальної поведінки технічного об’єкта, яка 

має бути зареєстрована вимірювальною сис-

темою, необхідно очікувати дотримання  

вимог марковського процесу. У [10, 11] до-

ведено, що математичний апарат  марковсь-

ких процесів може застосовуватись для лі-

нійних та нелінійних систем, що описують 

стохастичними диференціальними рівняння-

ми. Тоді до нього може бути застосовано 

рівняння Фоккера-Планка-Колмогорова [12], 

з якого випливає рівняння Р. Л. Стратонови-

ча  [13], що описує поведінку апостеріорної 

щільності ймовірності виміряного параметра 

процесу. З використанням останнього рів-

няння в [14] отримана система диференціа-

льних рівнянь для аналізу параметра та його 

дисперсії. На жаль, безпосереднє застосуван-

ня цих рівнянь для багатоканальної вимірю-

вальної системи є ускладненим, а отже, не-

доцільним внаслідок зв’язку між вихідним і 

вхідним сигналами через інтеграл згортки, 

хоча останній є єдиним, що дозволяє прави-

льно визначати вихідний сигнал за умови 

відомого вхідного. Крім того, можливе 

розв’язання оберненої задачі вимірювань, 

тобто знаходження невідомого вхідного сиг-

налу за виміряним вихідним [15], що є важ-

ливим на практиці. 

 

Мета і постановка завдання 

Метою є розроблення методу апроксима-

ції інтегрального рівняння згортки, що опи-

сує лінійну інерційну систему, та оцінювання 

меж його застосування на прикладі лінійних 

інерційних датчиків. 

 

Теоретичне підґрунтя апроксимації  

рівняння згортки 

Процес вимірювання вхідної реалізації ви-

падкового процесу лінійною інерційною сис-

темою (наприклад, датчиком) можна описати 

за допомогою рис. 1.  

На вхід системи надходить реалізація вхід-

ної дії (сигнал) )(tx , отже, на виході отриму-

ємо виміряний вихідний сигнал )(ty . Імпуль-

сна характеристика системи )(th  зазвичай є 

невідомою. 

 

 
Рис. 1. Ілюстрація зв’язку між реалізаціями 

випадкового процесу на вході і виході лі-

нійної системи 

 

Запишемо теоретичний вихідний сигнал 

системи за допомогою рівняння згортки (1): 

 

      




 . dxthty
T

 (1) 

 

Можна замінити інтеграл згортки (1) на 

добуток реалізації вхідного випадкового 

процесу )(tx  та часової функції )(ta , що є 

невідомою: 

 

      .tatxty
M

  (2) 

 

Рівняння (2), яке описує модельний вихі-

дний сигнал )(ty
M

, є простішим, ніж (1): 

)()( tyty
TM

 . Отже, необхідно визначити 

функцію )(ta . 

Будемо вважати, що сигнали )(tx  та )(ty  

є відомими з прийнятною точністю, у цьому 

випадку )(tx  можна визначити методом 

розв’язання оберненої задачі вимірювань 

[15] або оцінити в процесі експерименталь-

них досліджень [7]. 

Отже, маємо три вихідні сигнали лінійної 

інерційної системи: виміряний )(ty , теоре-

тичний сигнал )(ty
T

, що розрахований за 

точною формулою інтеграла згортки (1), та 

теоретичний сигнал )(ty
M

, що розраховуєть-

ся за наближеним співвідношенням (2). 

На практиці важко отримати сигнал )(ty
T

, 

оскільки не завжди є точна інформація про 

імпульсну характеристику системи. Таким 

чином, можна порівнювати тільки сигнали 

)(ty  та )(ty
M

. Порівняння зводиться до мі-

німізації відстані між цими сигналами у фун-

кціональному просторі з квадратичною мет-

рикою: 

 

     




 ,
2
dttytyJ

M
 (3) 

де J  – деяке число (відстань), яке можна 

вважати функціоналом.  

h(t) 
x(t) y(t) 
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Згідно з теоремою Карунена-Лоєва [16] неві-

дома функція )(ta  є рядом, члени якого є 

добутками невідомих коефіцієнтів 
i

  на 

ортогональні функції )(t
i

 , які вибираються 

дослідником: 

 

      



n

i

ii
ttta

1

.  (4) 

 

Відповідно до (4), вираз для функціонала 

(3) можна записати як 

 

       


 








 .

2

1

dttttyJ
n

i

ii
  (5) 

 

Мінімізація функціонала (5) здійснюється 

методом глобального випадкового пошуку, 

найчастіше генетичним алгоритмом [17]. 

У процесі цієї операції отримують значення 

невідомих коефіцієнтів  t
i

 , а потім зі спів-

відношення (4) і саму функцію )(ta . Кіль-

кість членів ряду n  у виразах (4) і (5) визна-

чається з необхідної точності апроксимації 

функції рядом. 

 

Результати математичного моделювання 

Здійснення  математичного моделювання 

з метою перевірки зведеного методу вимагає 

інформації про виміряний сигнал )(ty , який 

стосується тільки конкретної лінійної інер-

ційної системи. Для отримання узагальнюва-

льних висновків простіше в функціоналі (5) 

замість сигналу )(ty  використовувати теоре-

тичний сигнал )(ty
T

. Останній можна про-

моделювати для різних реалізацій )(tx  вхід-

ного випадкового процесу та різних видів 

імпульсної характеристики системи: 

 

   0

0

,

t

A
h t e







 (6) 

де 0  – постійна часу системи; A  – деякий 

амплітудний множник. Ці параметри вибира-

ються дослідником.  

 

У процесі  моделювання використовували 

різні типи сигналів від простих гармонічних 

до складних з шумами, однак результати 

моделювання були майже однаковими. Роз-

мірність вхідних і вихідних сигналів визна-

чається типом фізичного процесу і для мети 

статті не має істотного значення. Під час 

подачі на вхід лінійної інерційної системи 

суми трьох гармонічних сигналів з різними 

амплітудами та фазами вихідні сигнали 

)(ty
T

 та )(ty
M

 є близькими для різних пос-

тійних часу (рис. 2). 

 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

 
г) 

Рис. 2. Приклад порівняння вихідних сигна-

лів )(ty
T

 та )(ty
M

 за умови, коли  1A ,  

для різних постійних часу системи 
0

 : а – 

0,01 с; б – 0,1 с; в – 0,2 с; г – 0,3 с 

 

У процесі  порівняння зазначених сигна-

лів розрахована відносна різниця між ними 

для різних лінійних інерційних систем та 

коефіцієнт кореляції, що наведено в табл. 1. 
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Таблиця 1 – Результати залежності найбіль-

шої відносної різниці між сигналами )(ty
T

 та 

)(ty
M

 за різних значень постійної часу сис-

теми 
0

  

Задане зна-

чення пос-

тійної часу, 

0
 , с 

Максима-

льна різ-

ниця 

max
 , % 

Коефіцієнт ко-

реляції між 

)(ty
T

 та )(ty
M

 

0,01 0,567 0,978 

0,1 0,667 0,992 

0,2 0,339 0,991 

0,3 0,193 0,990 

 

Аналогічні залежності і таблиці отримані 

для інших сигналів, зокрема з шумом. Отже, 

можемо дійти таких висновків: 

1) похибки апроксимації теоретичних 

вихідних сигналів, розрахованих за допомо-

гою інтеграла згортки, сигналів, отриманих 

на основі спрощеної моделі, не перевищують 

одного відсотка для множини типових сиг-

налів; 

2) коефіцієнти кореляції між зазначени-

ми сигналами зазвичай перевищують 0,95; 

3) істотної залежності зведених раніше 

показників від постійної часу системи не 

спостерігається; 

4) закономірностей у поведінці похибок 

апроксимації та коефіцієнта кореляції залеж-

но від постійної часу не виявлено, що зумов-

лено роботою генетичного алгоритму, ре-

зультати якого є випадковими. 

Таким чином, спрощена модель лінійного 

інерційного каналу забезпечує отримання 

вихідного сигналу, що практично співпадає з 

вихідним сигналом, який розрахований за 

точною моделлю. 

 

Висновки 

Застосування моделей лінійних інерцій-

них систем на основі інтеграла згортки 

ускладняє моделювання багатоканальних 

систем на основі марковської теорії лінійної 

фільтрації. Синтезовані оптимальні схеми 

вимірювання параметрів сигналів для таких 

систем є малопридатними для інженерних 

додатків. Використання в подібних системах 

спрощеної моделі, що розроблена, дозволяє 

розширити можливості для застосування 

розвинутих наявних методів. Результати мо-

делювання демонструють практичне співпа-

діння вихідних сигналів, що розраховані в 

обох моделях. Однак головним недоліком 

спрощеної моделі системи є її залежність від 

вхідних сигналів. Для широкого класу одно-

типних стаціонарних сигналів спрощена мо-

дель залишається майже незмінною, а для 

нестаціонарних сигналів необхідно розроб-

ляти адаптивні моделі. Отже, в статті розро-

блено метод апроксимації інтегрального рів-

няння згортки, що описує лінійну інерційну 

систему, та проаналізовані межі його засто-

сування на прикладі лінійних інерційних 

датчиків. 
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Упрощенная модель линейных инерционных 

измерительных систем 

Аннотация. В статье предложена модель, ко-

торая устанавливает связь между входным и 

выходным сигналами линейной инерционной из-

мерительной системы. В отличие от общепри-

нятого интегрального уравнения свертки модель 

существенно упрощает синтез многоканальных 

измерительных систем на основе марковской 

теории линейной фильтрации. Погрешности 

аппроксимации выходных сигналов с помощью 

упрощенной модели не превышают одного про-

цента для определенного класса стационарных 

сигналов. 

Ключевые слова: линейная инерционная система, 

уравнение свертки, многоканальное измерение 
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Simplified model of linear inertial measurement 

systems  

Abstract. Problem. To increase the metrological 

reliability of measuring systems at technical objects, 

the number of sensors measuring the same process 

parameter is increased to several units and a model 

of a multi-channel measuring system is synthesized. 

This synthesis is usually based on the use of Markov's 

theory of linear filtering, but the presence of a 

connection between the input and output signals of 

the linear inertial system through the convolution 

integral significantly complicates the process of 

obtaining the optimal device. Goal. The aim of the 

article is to develop a method for approximating the 

integral equation of convolution, which describes a 

linear inertial system, and to estimate the limits of its 

application on the example of linear inertial sensors. 

Methodology. Instead of the output signal in the form 

of a convolution equation, the output signal, defined 

as the product of the input signal to an unknown time 

function is used. This function is represented by the 

Karhunen-Loev series. The distance in the functional 

space with a quadratic metric between these output 

signals is minimized  by means of a genetic algorithm 

and the coefficients of the series and, therefore, the 

unknown function itself, are determined. Results. In 

the simulation, the relative difference between the 

output signals, which were calculated from exact and 

simplified expressions, was determined. Realizations 

of stationary signals were used as input signals, and 

the pulse characteristics of the linear inertial system 

varied over a wide range. The errors of approxima-

tion of the integral convolution equation by a simple 

model do not exceed a few percent. Origina-

lity. The approximation of the convolution equation 

by a simplified model of the system is original and, 

although it cannot be applied in a wide range of 

conditions, it is acceptable for a separate class of 

stationary signals without restrictions. The accuracy 

of the approximation of the convolution equation is 

greatest if the width of the spectrum of the input 

signals is less than the bandwidth of the measuring 

system. Practical value. The obtained connection 

between input and output signals based on a simpli-

fied model allows to synthesize multi-channel meas-

uring systems using advanced Markov filtering meth-

ods for a separate class of stationary input signals. 

To expand the application of the method in a wide 

range of conditions, a set of simplified models that 

are created in advance can be used. 

Keywords: linear inertial system, convolution 

equation, multichannel measurement 
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