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Анотація. Розглянуто підхід до розв’язання складної двокритеріальної транспортної задачі, 

перший критерій якої має широкий діапазон оцінювання, а другий – гранично вузький. 

Для розв’язання задачі пропонується застосування нелінійної блокової нормалізації критеріїв, 

яка суттєво зменшує дисперсію нормованих значень обох критеріїв і, відповідно, спрощує про-

цедури порівняння альтернатив. Обчислювальна складність алгоритму блокової нормалізації 

критеріїв становить О(n
3
). 
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Вступ 

Транспорт є однією із галузей економіки, 

у якій також розвивається підприємницька 

діяльність: транспорт пропонує на ринку 

товарів і послуг свою продукцію – транспор-

тні послуги, за які отримує доходи і має при-

буток. В організації транспортних перевезень 

доводиться враховувати множину супереч-

ливих параметрів: економічні показники, час, 

вагу, габарити, важливість та ін. Практичні 

задачі транспортної оптимізації за своєю 

суттю багатокритеріальні. Природа їхня така, 

що з поліпшенням одних критеріїв якості 

інші погіршуються. Звести багатокритеріа-

льні задачі до однокритеріальних, в загаль-

ному випадку, не вдається. Тому останнім 

часом значна увага приділяється дискретним 

задачам в багатокритеріальних постановках. 

Слід зазначити, що рішення багатокрите-

ріальних дискретних задач порівняно з одно-

критеріальними пов’язане зі значними труд-

нощами. Це зумовлено необхідністю розроб-

ки спеціальних принципів оптимальності та 

відповідних схем рішення, а також набагато 

більшою обчислювальною складністю зазна-

чених схем. 

 

Аналіз публікацій 

На сьогоднішній день існує багато мето-

дів розв’язання задач багатокритеріальної 

оптимізації: методи згортки чи скаляризації 

векторного критерію в інтегральний скаляр-

ний критерій (наприклад, виділення доміну-

ючого критерію [1], адитивні, мультипліка-

тивні, мінімаксний і т. п.); методи умовної 

оптимізації, у яких виділяється один голов-

ний критерій, а решта формує додаткові об-

меження, метод послідовних поступок, гене-

тичні алгоритми [2–5].  

Слід зазначити, що наявні методи розгля-

дають нормалізацію критеріїв як окрему не-

залежну процедуру. Наприклад, класична 

нормалізація зводиться до ділення значень 

критеріїв на максимальне значення, що при-

водить до викривлення критеріїв, якщо їх 

значення розподілені не рівномірно [6]. 

У запропонованому в роботі підході до 

розв’язання багатокритеріальної транспорт-

ної задачі (ТЗ) блокова нормалізація є скла-

довою алгоритму скаляризації векторного 

критерію. Додатковою перевагою блокової 

нормалізації є розширення діапазонів оцінок 

бідних критеріальних шкал, що також спро-

щує процедуру скаляризації критеріїв із різ-

номанітними шкалами [7]. 

 

Мета і постановка завдання 

Метою є підвищення якості рішень склад-

них задач транспортного типу за рахунок 

вирівнювання діапазонів оцінок вузьких та 

широких критеріальних шкал, що досягаєть-

ся шляхом застосування алгоритму неліній-

ної блокової нормалізації, яка видобуває до-

даткові знання з вихідних даних транспорт-

ної задачі. 

У роботі розглядається приклад складної 

двокритеріальної транспортної задачі, пер-

шим критерієм якої є вартість доставки ван-

тажу, а другим – терміновість. Відповідно, 

перший критерій має широку шкалу оціню-

вання, а другий – гранично вузьку {0;1}. 

Другий критерій можна розглядати як штраф 

за невчасне виконання роботи. Відповідно 

«0» означає, що робота виконана вчасно, а 

«1» – ні. 
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Така ситуація спостерігається в переве-

зеннях важливих товарів, таких як військові 

та медичні вантажі, продукти харчування, 

швидкопсувані товари. 

У цих умовах перед постачальником пос-

тають дві мети. По-перше, мінімізувати вар-

тість виконання перевезень, а по-друге, вчас-

но виконати замовлення споживачів. 

 

Виклад основного матеріалу 

У багатокритеріальній постановці елемент 

транспортної таблиці ij  є складним типом 

даних, названий вектором критеріїв.  

 

  , 1,2k
ij ijc k   , (1) 

 

де k
ijc  – значення k -го критерію елемента 

рішення ij . 

Функціонал двокритеріальної транспорт-

ної задачі має вигляд 
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де 1
ijc  – це вартість доставки вантажу з i-го 

пункту відправлення до j-го пункту призна-

чення; 2
ijc  – штраф за затримку виконання 

замовлення, який оцінюється в балах або 

умовних одиницях і приймає значення від 0 

до 1; хij – обсяг вантажу, що переміщується з 

i-го пункту відправлення до j-го пункту при-

значення; ai – запас вантажу в постачальни-

ка; bj – потреба замовника; 1
,( )

i ja bw E  – опти-

мальний план перевезень із мінімальною 

сумарною вартістю виконання робіт; 
2

,( )
i ja bw E – оптимальний план перевезень із 

мінімальним сумарним штрафом за затримку 

виконання замовлення. 

Наведемо схему розв’язання двокритеріа-

льної транспортної задачі. 

1. Нормалізація критеріїв. Нормалізація 

кожного критерію задачі за допомогою алго-

ритму блокової нормалізації. 

2. Виділення домінуючого критерію. 

3. Розв’язання класичної ТЗ і визначення 

ефективного плану перевезень. 

 

Блокова нормалізація критеріїв 
Алгоритм називається блоковим, бо нага-

дує алгоритм блокового сортування (сорту-

вання масивів за лінійний час). 

Вихідний масив   необхідно розбити на 

блоки або кластери. Він обчислюється як 

різниця двох рядків або стовпців c, s матриці 

ТЗ  . 

 ,j c j
c

s
s

jL    (3)

  

де I, J – множини рядків\стовпців матриці  , 

     , ,c s I c s J   . 

Лема 1: віднімання рядка\стовбця з усіх 

елементів рядків\стовпців матриці   не змі-

нює оптимального плану ЗП. 

Для довільного масиву L, довжини n, фо-

рмула визначення номера блока елемента cs
jL  

має вигляд  
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де n можна розглядати як діапазон оціню-

вання критерію або точність апроксимації. 

У роботі прийнято n = 100, відповідно, діапа-

зон буде [0;99]. 

Можна вважати, що масив g є апроксима-

цією початкової послідовності L. 

Мінімальний елемент масиву L є нульо-

вим у g, а максимальний попадає в апрокси-

муючий масив g у блок з номером (n-1). 

Формула (4) інвертує оцінки послідовнос-

ті L щодо g. 

Значення мінімуму чи максимуму (4) є 

обчислювальним, що зручно в розв’язанні 

багатокритеріальних задач, у яких екстрема-

льні значення шкал важко визначити [8–10]. 

Щоб отримати інтегральну оцінку abC  

(нормоване значення) елемента ab  матриці 

необхідно просумувати його оцінки по всіх 

рядках і стовпцях матриць оцінок 
'aG  та 

''.bG  

 

    ab ab abC g g     , (5) 

 

де   '' a
ab ib

i

g G   – загальна сума виграшу 
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по рядках;   '''' b
ab aj

j

g G  – загальна сума 

виграшу по стовпцях; ( , ) ,( , )a i I b j J  . 

Схема алгоритму блокової нормалізації 

виглядає таким чином: 

1) обчислення різниці ліній (c, s) матриці  

за формулою (3);  

2) обчислення мінімуму і максимуму L; 

3) обчислення номерів блоків елементів L за 

формулою (4);  

4) підсумовування номерів блоків відповід-

но до формули (5). 

 

Приклад розв’язання задачі 

Вихідні дані задачі задані двома транспо-

ртними таблицями, відповідно до критеріїв. 

У першій таблиці задані вартості перевезення 

одиниці вантажу з кожного пункту відправ-

лення Аi  до кожного пункту призначення Bj.  

У другій таблиці задані штрафи за невчасне 

виконання робіт, задані в балах (0 – роботи 

виконуються вчасно протягом доби, 1 – ро-

боти виконуються із затримкою на добу че-

рез обмеження рухомого складу. 

 

 
Рис. 1. Вхідні дані задачі 

 

Крок 1. Почнемо з другого критерію. По-

чаткова матриця 
2
  має вигляд. 

 

 
Рис. 2. Матриця за критерієм штрафу 

 

На першій ітерації виконується відніман-

ня першого рядка з інших рядків матриці, 

тобто обчислення  різниці ліній 1 і s матриці 


2
 за формулою (3), обчислення масивів L1s та 

оцінок С'1 – оцінки значень 1-го рядка 


2
 (рис. 3). 

 
Рис. 3. Перша ітерація за критерієм штрафу 

 

У нижньому рядку відображено суми 

елементів стовпців, які й представляють оці-

нки елементів першого рядка початкової 

матриці. 

На другій ітерації ті самі дії виконуються 

з другим рядком і таким чином обчислюють-

ся оцінки значень другого рядка. 

 

 
 

Рис. 4. Друга ітерація за критерієм штрафу 

 

Аналогічним чином визначаються оцінки 

значень для всіх рядків. 

 

 
Рис. 5. Оціночні значення для рядків 

 

Далі аналогічні операції проводяться зі 

стовпцями матриці. У результаті чого отри-

муємо оціночні значення для стовпців. 

 

 
Рис. 6. Оціночні значення для стовпців 
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Далі обчислюється сума оціночних зна-

чень по рядках і стовпцях і визначаються 

нормовані значення критеріїв (рис. 7). 

 

 
Рис. 7. Нормовані значення матриці 

2
 

 

Ті самі дії виконуємо для іншого крите-

рію – вартості. У результаті чого отримуємо 

нормовані значення матриці 
1
. 

 

 
Рис. 8. Нормовані значення матриці 

1
 

 

Крок 2. Визначення домінуючого крите-

рію (найгіршого або максимального крите-

рію) кожного елемента ij . У результаті 

отримуємо критеріальну матрицю Isort, яку 

використовуємо для розв’язання класичної 

ТЗ. 

 

 
Рис. 9. Критеріальна матриця Isort 

 

Крок 3. Розв’язання класичної транспорт-

ної задачі методом потенціалів. Наведемо 

остаточну транспортну таблицю, що є ефек-

тивним план перевезень.  

 

  

Рис. 10. Рішення задачі 

 

Визначаємо вартість перевезень С. 

С = 100 * 9 + 200 * 29 + 50 * 15 + 200 * 6 + 

+50 * 33 + 250 * 13 = 13550 (ум. од.), переве-

зення А4В5 буде виконано наступного дня. 

 

Порівняльний аналіз класичної та  

блокової нормалізації 

На рис. 11–12 представлено нормовані 

значення критеріїв за класичною лінійною та 

блоковою нелінійною нормалізацією.  

 

 
Рис. 11. Нормовані значення першого крите-

рію 

 

 
Рис. 12. Нормовані значення другого крите-

рію 

 

З рисунків видно, що спостерігається си-

льна кореляція нормованих значень критерію 

з широким діапазоном за класичною та бло-

ковою нормалізацією, а для критерію з вузь-

ким діапазоном  – слабка. Нульові значення 

другого критерію за класичною нормалізаці-

єю були відображені в діапазон [0.431; 0.834] 

за блоковою нормалізацією, а значення оди-

ничних елементів були зменшені. Блокова 

нормалізація суттєво зменшує дисперсію 

значень елементів вузьких критеріальних 

шкал, що спрощує процедури порівняння 

рішень транспортної задачі. Отже, блокова 

нормалізація спрощує пошук компромісу в 

побудові ефективних рішень багатокритеріа-

льної задачі. 

 

Висновки 

Спрощено процедуру порівняння альтер-

нативних рішень за рахунок підвищення точ-

ності оцінювання елементів плану транспор-

тної задачі за допомогою блокової нормалі-

зації.  

Розроблено ефективний підхід до розв’я-

зання складних багатокритеріальних задач 
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транспортного типу, що характеризуються 

великою кількістю параметрів з різними діа-

пазонами та шкалами. Цей підхід можна без-

посередньо використовувати для розв’язання 

задач із критеріями заданими порядковими 

шкалами. 

Обчислювальна складність алгоритму 

блокової нормалізації становить О(n
3
). 

 Практична значущість отриманих резуль-

татів полягає в підвищенні ефективності 

управлінських рішень у складних логістич-

них системах. 
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Решение двухкритериальной транспортной 

задачи на основе блочной нормализации 

критериев 

Аннотация. Рассмотрен подход к решению 

сложной двухкритериальной транспортной за-

дачи, первый критерий которой имеет широкий 

диапазон оценок, а второй – предельно узкий. 

Для решения задачи предлагается применение 

нелинейной блочной нормализации критериев, 

которая существенно уменьшает дисперсию 

нормированных значений обоих критериев и, 

соответственно, упрощает процедуры сравнения 

альтернатив. Вычислительная сложность алго-

ритма блочной нормализации критериев состав-

ляет О(n3). 

Ключевые слова: многокритериальная транс-

портная задача, многокритериальная оптимиза-

ция, нормализация, свертка критериев. 
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Solving of two-criterion transport problem based 

on block normalization  

Abstract. Problem. Practical tasks of transport opti-

mization are inherently multi-criteria. Their nature is 

such that with the improvement of some quality crite-

ria, others deteriorate. It is very difficult to reduce 

multi-criteria problems to single-criteria ones in the 

general case. Therefore, much attention has recently 

been paid to solving discrete problems in 

multicriteria productions. An approach to solving a 

complex two-criteria transport problem is consid-

ered, the first criterion of which has a wide range, 

and the second is extremely narrow. To solve the 

problem, it is proposed to use nonlinear block nor-

malization of criteria, which significantly reduces the 

variance of the normalized values of both criteria 

and, simplifies the procedures for comparing alterna-

tives. The computational complexity of the block 

normalization algorithm of the criteria is O(n
3
). 

Goal. Improving the quality of solutions to complex 

problems of the transport type by aligning the ranges 

of narrow and wide criteria scales. This is achieved 

by applying the algorithm of nonlinear block normal-

ization, which extracts additional knowledge from the 

source data of the transport problem. 

Methodology. A systematic approach and methods of 

mathematical modeling were used to build models of 

multicriteria problems of the transport type. Methods 

of multicriteria optimization and decision theory 

were used in the analysis of problems of solving 

multicriteria problems. 

Results. An effective approach to solving complex 

multicriteria transport-type problems, characterized 

by a large number of parameters with different rang-

es and scales, has been developed. This approach 

can be used directly to solve problems with criteria 

set by ordinal scales. 

Originality. The convolution functional method  of 

complex multicriteria transportation problems based 

on block normalization and selection of the dominant 

criterion is developed. The procedure for comparing 

alternative solutions has been simplified by increas-

ing the accuracy of estimating the elements of the 

transport task plan using block normalization. An 

effective method for solving complex multicriteria 

transport problems has been developed, which im-

proves the quality of solutions by obtaining addition-

al knowledge of the problem data model. 

Practical value. Improving the efficiency of manage-

ment decisions in complex logistics systems. 

Key words: multicriteria transport problem, 

multicriteria optimization, normalization, convolu-

tion of criteria. 
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