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Вступ 
Шестеренні насоси (НШ) є одним з осно-

вних джерел гідравлічної енергії для 
об’ємних гідроприводів (ОГП) цілого ком-
плексу машин народногосподарського і спе-
ціального застосування. Практично всі про-
відні світові виробники гідравлічних компо-
нентів випускають шестеренні насоси [1]. 
Останнім часом істотно підвищені максима-
льні тискі  від 16 МПа до 33 МПа, що дозво-
лило знизити металоємність власне насосів і 
ОГП, що комплектуються ними. Ці досяг-
нення є результатом наукових досліджень 
щодо підбору матеріалів, ущільнень, аналізу 
жорсткості і міцності конструкції, оптиміза-
ції власне шестеренного зачеплення. Поліп-
шення характеристик шестеренного насоса 
зовнішнього зачеплення здійснюється на ос-
нові пошуку параметрів зубчастого зачеп-
лення (ЗЗ) шестеренного насоса в частині 
зменшення габаритного розміру за умов збе-
реження заданого замовником значення ро-
бочого об’єму. З’являється потреба у поста-
новці і вирішенні завдань багатокритерійної 
оптимізації. У цьому випадку необхідно виб-
рати метод вирішення. Мова йде про класич-
ні методи і алгоритми прикладного неліній-
ного програмування (НП) [2; 3] і про метод 
дослідження простору параметрів (ДПП) [4–
6]. На відміну від НП, де вибір алгоритму 
пов’язаний з типом завдання і вимагає від 
дослідника певного мистецтва [2], метод 
ДПП працює з одним алгоритмом для широ-
кого класу машин [4].  

 

Переваги методу ДПП: 
– можливість роботи з найрізноманітні-

шими моделями через відсутність будь-яких 
обмежень, що накладаються на функції, зок-
рема функції якості (гладкість, безперерв-
ність); 

– від проектувальника не потрібно ранжи-
рування критеріїв, призначення вагових 
множників, меж і обмежень; 

– можливість отримання інформації про 
поведінку критеріїв і обмежень в досліджу-
ваному просторі параметрів;  

– мінімальний час обчислювальної реакції 
завдяки простоті аналізу даних, що містяться 
в таблиці випробувань.  

Як  особливості ДПП можна зазначити 
повний перебір варійованих параметрів і від-
носно великий обсяг пам’яті в комп’ютері 
для зберігання таблиць випробувань. Метод 
ДПП є багатокритерійним і універсальним, 
тому поставлені завдання оптимізації НШ з 
багатьма критеріями вирішуються на його 
основі. 

 
Аналіз публікацій 

У роботах [7–16] окремо вирішуються 
проблеми зниження пульсацій швидкості і 
тиску, оптимізації параметрів зубчастого за-
чеплення, визначення геометрії порожнин 
НШ. Однак багатокритерійний підхід відсут-
ній, що звужує галузь одержуваних позитив-
них результатів дослідження якості розроб-
леної конструкції.  
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Мета і постановка завдання 
Формулювання мети статті – приклад ви-

користання методу ДПП для вирішння бага-
токритерійних завдань оптимізації під час 
проектування шестеренних насосів зовніш-
нього зачеплення. Постановка багатокрите-
рійного завдання, що необхідно вирішити 
методом ДПП, формулюється  таким спосо-
сом [4–6]: проектована система (об’єкт) за-
лежить від n змінних параметрів 1... nx x , які є 
точкою 1( ... ) nX x x  в n-вимірному просторі. 

( )iФ X  – критерії якості, де 1...i K , значен-
ня яких кількісно визначають вимоги до 
об’єкта. Необхідно врахувати три види об-
межень: параметричні, функціональні і кри-
терійні.  Параметричні обмеження мають 
вигляд 
 

* ** , 1... .j j jx x x j n                 (1) 
 

Значення * **,j jx x визначають на основі до-
свіду, і в процесі вирішення вони можуть 
варіюватися. 

Функціональні обмеження записуються як 
 

* **( ) , 1... ,l l lc f x c l t                  (2) 
 
що визначають працездатність та інші харак-
теристики об’єкта оптимізації. Прийняті  ло-
кальні критерії якості 
 

( ), 1... ,Ф Х К                    (3) 
 
які для визначеності бажано зменшити. 

Щоб уникнути ситуації, коли, з точки зо-
ру замовника, значення окремих критеріїв є  
недопустими, необхідно ввести критеріальні 
обмеження: 
 

**( ) , 1... ,Ф Х Ф К                (4) 
 
де **

Ф  – це найгірше значення критерію  
( )Ф Х , на яке конструктор може погодитися.  
Розв'зок оХ G  є ефективним (паретооп-

тимальним) [4–6]), якщо 
 

( ) ( ) о
i iФ X Ф X ,                (5) 

 
де   1...i K   і хоча б в одному випадку є су-
вора нерівність. 

Сукупність усіх можливих ефективних 
розв’язків утворює безліч Парето (область 
компромісів) Р , яке є формальним розв'яз-
ком задачі (1–5) [4]. Для пошуку оптималь-
ного розв’язку необхідно побудувати допус-
тиму безліч розв'язків D . 
 
Математична модель шестеренного насоса 

Математична модель складається з рів-
нянь параметрів ЗЗ [17–19]. Для умови рів-
ності кількості зубів 1 2Z Z   запропонована 
математична модель НШ містить рівняння, 
що визначають геометричні параметри ЗЗ, 
кінематичні параметри, крок і довжину заче-
плення, висоту зуба шестерні, його товщину 
біля вершини, коефіцієнт перекриття тощо. 
Вимоги до НШ як до вузла, що нагнітає  РР,  
доповнюються рівняннями: 
– коефіцієнта зсуву [18]: 
 

 

  cos
2 cos ;

2

Jz inv inv
mX

tg

n ww


 





  

 
      (6) 

 

де nJ – нормальний бічний зазор; 
– робочого обсягу [18]: 
 

2
2 2

о 0,5 ;
3

p
V b d d bna w

 
       
 
 

          (7) 

 
– питомого ковзання шестерень в нижніх то-
чках активних профілів зубів [20]: 
 

2(tg tg )
;

2 tg tg
a w

w a
р   

 
   

             (8) 

 
– габаритного розміру вузла НШ, що нагні-
тає РР: 
 

w aG a d  .                 (9) 
 

Як варійовані параметри прийняті: Z – кі-
лькість зубів; wa  – міжосьова відстань;  – 
кут вихідного профілю; *

ah  – коефіцієнт ви-
соти головки зуба; *С  – коефіцієнт радіаль-
ного зазора; m  – модуль; nJ  – нормальний 

бічний зазор; *
fh – коефіцієнт висоти ніжки 

зуба; *ρ – коефіцієнт радіуса кривизни пере-
хідної кривої (9 параметрів). Ширина зубчас-
того вінця b  є константою. 
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Теоретичний вихідний контур зубчатого 
зачеплення поданий на  рис. 1. 

Параметр С  розраховується згідно з рів-
нянням у роботі  [17] 

 
* *2 ( 2 )

.
w a f

a

С a h h X m
mz d d
       

  
     (10) 

 
Варійовані параметри спільно з діапазо-

ном їх зміни складають параметричні обме-
ження. Функціональні обмеження, дотри-
мання яких забезпечує працездатність НШ 
[19;20], подані наступними нерівностями:  

– мінімальне зміщення шестерні: 
 

;minX X                    
(11) 

  
– мінімальні радіальні зазори  шестерень: 
 

       * 0,25 / ;С m
                

(12)
  

 – умова відсутності інтерференції зубів шес-
терень з перехідною кривою: 
 

 ρ ρp l  .                      (13) 

 

 
 

Рис. 1. Теоретичний початковий контур  зубчастого зачеплення НШ 
 

 Критерії оптимальності. Під час  вибору 
критеріїв використовувалися рекомендації, 
викладені в роботах [4; 5; 18; 19]. Як критерії 
прийняті такі: 1Ф    – коефіцієнт перек-
риття; 2 оФ V  – робочий обсяг;  3Ф Sa  – 
товщина зуба біля вершини шестерень НШ і 
габаритний розмір НШ 4Ф G  (9).  

Критерійні обмеження. Під час вибору 
критерійних обмежень необхідно забезпечи-
ти існування безлічі D  допустимих точок 
[4;5], а саме: 

 – робочий обсяг НШ:  
 

о о.задV V ,
                    

(14)

  
де о.задV  –  задане  значення робочого обсягу;  
– габаритний розмір НШ: 

 
доп ;G G

                      
(15) 

 
де  допG – значення габаритного розміру, що 
допускається; 
 –- значення нижньої межі коефіцієнта пере-
криття: 
 

1,03;                       (16) 
 

 – значення верхньої межі коефіцієнта перек-
риття:  

                            1,6;                          (17)  
– значення верхньої межі товщини вершини 
зуба, що допускається:  
 

. в . доп;a aS S
                   

(18) 
 
– значення нижньої межі товщини вершини 
зуба, що допускається: 
 

. н . доп .a aS S
                

(19) 
 
Алгоритм методу ДПП характеризується 
трьома етапами:  

1-й етап: складання таблиць випробувань. 
Цей етап за умови дотримання параметрич-
них обмежень (безліч X  ) і призначених 
критеріїв (де X – простір параметрів, n  – 
вимірний паралелепіпед), здійснює 
комп’ютер без втручання людини. Послідов-
но вибираються N

 
пробних точок 1... nх х , 

рівномірно розташованих в області G . У ко-
жній з точок iх  розраховується система, об-
числюються значення всіх критеріїв і склада-
ється таблиця випробувань; 
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2-й етап: вибір критерійних обмежень. 
На цьому етапі фахівець переглядає таблицю 
рішень і призначає обмеження **Ф для кож-
ного критерію;  

3-й етап: перевірка існування області рі-
шень D . На цьому етапі на непорожній без-
лічі D  здійснюють багатокритерійну оптимі-
зацію НШ, тобто пошук рішень, серед яких є 
претенденти на кращі значення. 

На основі методу ДПП розроблений про-
грамний комплекс ОРТ з генератором LP  -
послідовностей  [20], що є  діалоговою сис-
темою багатокритерійної оптимізації. Систе-
ма команд забезпечує роботу з критеріями, 
виведення таблиць випробувань, виведення 
значень параметрів і критеріїв, що відпові-
дають точці n, виключення всіх непаретовсь-
ких точок, отримання нової точки в таблиці 
випробувань, параметри якої задаються за 
допомогою зміни одного з параметрів точки 
n . Програма ОРТ розрахована на 10 критері-
їв, 40 варійованих параметрів і кількість про-
бних точок 500. За допомогою програми ОРТ 
вирішуються завдання багатокритерійної оп-
тимізації, ідентифікації  і системи нелінійних 
рівнянь. 

Запропонована математична модель опи-
сує конструктивну схему НШ і за конкрет-
ними початковими даними (варійованими 
параметрами) дозволяє розрахувати геомет-
ричні параметри ЗЗ і робочий обсяг, а за до-
помогою алгоритму ДПП отримати безліч 
рішень, що допускаються, і вибрати оптима-
льне.  

Завдання оптимізації у багатокритерійній 
постановці вирішувалося щодо НШ з робо-
чим обсягом 14 см3 на номінальний тиск 16 
МПа. На першому етапі були прийняті такі 
константи та інтервали варійованих парамет-
рів, що є параметричними обмеженнями: кі-
лькість зубів шестерень 1 2 7Z Z  ; міжо-
сьова відстань 23...27wa  мм; кут початко-
вого контура о о20 ...27a  ; модуль    

3...5m  ; коефіцієнт висоти голівки зуба по-
чаткового контура * 1...1,125ah  ;   коефіцієнт 

радіального зазора  * 0,04...0,08С  ; коефіці-
єнт висоти ніжки зуба початкового контура 

* 1,2...1,5h f  ; бічний зазор 

0,025...0,68Jn  мм; коефіцієнт радіуса пе-

рехідної кривої *ρ 0,38 ; ширина зубчасто-
го вінця 0,25b  мм. 

 Окрім параметричних, були введено фун-
кціональні обмеження. У процесі вирішення 
було розглянуто 495 пробних варіантів зуб-
частого зачеплення, з яких заданим умовам і 
зазначеним обмеженням, прийнятим у моде-
лі, задовольнило 142 рішення. На цьому етапі 
оцінювалася лінійна залежність між прийня-
тими критеріями шляхом визначення коефі-
цієнтів кореляції [4]. 

На другому етапі до моделі були введені 
критерійні обмеження й отримані результати 
випробувань (табл. 1), що містять 9 рішень, 
які складають допустиму безліч D . 

 
Таблиця 1 – Значення критеріїв під час оптимізації НШ і визначення безлічі D  

 
№ 
точки 1Ф    2 оФ V , см3 3 aФ S , мм 4Ф G ,мм *С  

1 1,364 14,04 1,255 53,693 0,189 
2 1,428 14,93 0,885 54,18 0,193 
3 1,373 14,066 1,217 53,85 0,209 
4 1,41 14,799 0,932 54,2 0,185 
5 1,424 15,218 0,742 54,49 0,121 
6 1,416 14,648 1,001 54,023 0,192 
7 1,409 14,743 1,074 53,923 0,214 
8 1,421 15,086 0,800 54,395 0,159 
9 1,403 14,991 0,822 54,466 0,135 

 
 

Згідно з аналізом даних табл. 1 претенде-
нтом на краще вирішення завдання є рішення 
8, в якому одночасно збільшений робочий 
обсяг 15,086оV   см3 і зменшений габарит-
ний розмір 54,49G   мм (у прототипі 

14,0оV   см3  та  57,5G   мм). Але тут ная-

вне велике значення коефіцієнта * 0,158С  . 
Після локальної оптимізації рішення 8 отри-
муємо рішення 8-О (табл. 2, рядок 2) зі зна-
ченням * 0,06С   за допомогою істотного 
зменшення варійованого параметра *

fh  з 
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1,26, як порівняти з прототипом, до 1,162. 
Результатом багатокритерійної оптимізації, 
як порівняти з прототипом, є  зростання ро-
бочого обсягу на 7,79 %, а габаритний розмір 
зменшився на 5,7 %. 

Відповідно до результату розв’язку поста-
вленої оптимізаційної задачі, визначимо вид  
залежності * *( )fС h . Для цього за допомо-
гою програми ОРТ з моделлю НШ з кроком 
0,02 параметра *

fh  в інтервалі (0…1,3) ви-

значаємо точки кривої *С  і занесемо їх до 
блока для побудови нелінійних функцій 

map  .  
Результат розрахунку поданий на рис. 2. 

Ділянки з нульовим значенням вказують на 
невиконання функціональних і критерійних 
обмежень, а залежність,  що необхідно знай-
ти, необхідно подати як відрізок прямої. 

Перейдемо до другого завдання, вирішен-
ня якого забезпечує заданий замовником ро-

бочий обсяг і граничне зменшення габарит-
ного розміру. Цим вимогам відповідає вирі-
шення 1 (див. табл. 1).  Зменшення коефіціє-
нта радіального проміжку, як і в першому 
завданні, забезпечується локальною оптимі-
зацією (табл. 3). 

 

 
 
Рис. 2. Крива зниження коефіцієнта радіаль-

ного проміжку *С  до свого мінімального 
значення 0,06 за умови локальної оптимі-
зації за  параметром  *

fh  

 
Таблиця 2  – Значення варійованих параметрів і критеріїв точки 8 (прецедент на найкращий розв’язок) 

 і точка 8-О після локальної оптимізації 
 

№ 
точки wa ,мм *

ah  *С  
*

fh  1Ф    2 оФ V ,см3
 3Ф Sa ,мм 4Ф G ,мм 

8 23,391 1,102 0,158 1,26 1,421 15,086 0,801 54,349 
8-О 23,37 1,102 0,06 1,162 1,42 15,089 0,798 54,402 

 
Таблиця 3 – Значення варійованих параметрів і критеріїв точки 1 (прецедент на найкращий розв’язок) 

 і точка 1-О після локальної оптимізації 
  

№ 
точки wa , мм *

ah  *С  
*

fh  1Ф    2 оФ V ,см3 
3Ф Sa ,мм 4Ф G ,мм 

1 23,188 1,053 0,189 1,242 1,394 14,045 1,252 53,650 
1-О 23,188 1,053 0,06 1,113 1,394 14,045 1,252 53,650 

 
У результаті багатокритерійної оптиміза-

ції, на відміну від прототипу, габаритний ро-
змір знизився на 7,18 %. Значення заданого 
замовником робочого обсягу 14 см3  і точно-
сті його підтримки забезпечуються за опти-
мізації з точністю ± 0,15%. 

 
Висновки 

1. На основі використання методу дослі-
дження простору параметрів  проведена ба-
гатокритерійна оптимізація параметрів шес-
теренного насоса  і наведена можливість по-
шуку оптимальних параметрів зубчастого 
зачеплення з поліпшенням масо-габаритных 
параметрів  за умови збереження необхідно-
го значення робочого обсягу і допустимих 
значень товщини зуба (у вершини) і коефіці-
єнта перекриття. 

2. Запропонована методика локальної оп-
тимізації, що містить діалог “конструктор-
комп’ютер” і метод спроб і помилок на при-
кладі мінімізації радіального проміжку *С , 
продемонструвала  результат поліпшення і 
може бути використана для вирішення інших 
завдань. У цьому випадку задаються значен-
ня варійованого параметра коефіцієнта висо-
ти ніжки зуба *

fh   на зменшення, визнача-
ються понижені значення проміжку і побу-
дована крива * *( )fС h . 

3. Результати вирішення двох багатокри-
терійних завдань оптимізації  шестеренного 
насоса методом дослідження простору пара-
метрів   демонструють ефективність як мето-
ду, так і нового підходу для підвищення тех-
нічного  рівня насосів. 
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Решение многокритериальной задачи 
оптимизации шестеренного насоса методом 
исследований пространства параметров 
Аннотация. В статье приведено обоснование 
метода исследования пространства параметров 
для постановки и решения задачи многокри-
териальной оптимизации шестеренного насоса 
внешнего зацепления с учетом габаритных 
размеров, рабочего объема, толщины зуба около 
вершины и коэффициента перекрытия. 
Ключевые слова: шестеренный насос, многокри-
териальная оптимизация, метод исследования 
пространства параметров. 
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Solution of the multi-criteria problem of 
optimization of a gear pump by the method of 
research of the  space of parameters   
Introduction. Gear pumps are one of the main 
sources of hydraulic energy for  hydraulic  fluid 
power  of a number of machines for national and 
special applications. Improving the characteristics of 
the gear pump of the external gearing is based on a 
search for the gearing parameters of the gear pump 
in terms of reducing the overall size while 
maintaining the value of the working volume set by 
the customer, which is the subject of the formulation 
and solution of multicriteria optimization problems 
Problem. Improving the characteristics of the gear 
pump of the external gearing is based on the search 
for the parameters of the gearing  of the gear pump 
in terms of reducing the overall size while 
maintaining the value of the working volume set by 
the customer. In the studies of a number of authors, 
the problems of reducing velocity and pressure 
pulsations, optimizing gearing parameters, and 
determining the geometry of   gear pump  cavities are 
separately solved. However, a multicriteria approach 
to gear pump is absent, which narrows the range of 
positive results obtained by studying the quality of 
the developed design. 
Method. A method for studying the parameter space  
for a gear pump is proposed. This method makes it 
possible to work with models of various nature due to 
the absence of any restrictions imposed on functions, 
including quality functions (smoothness, continuity), 
the designer is not required to rank criteria, assign 
weighting factors, limits and restrictions, it is 
possible obtaining information about the behavior of 
the criteria and restrictions in the parameter space 
under study with the minimum calculation time due 
to the simplicity of data analysis. 

The practical results. The mathematical model of the 
gear pump  is improved by introducing the equations 
of the radial and normal lateral gaps, which 
increased its adequacy to the full-scale sample. As a 
result of the multicriteria optimization, the overall 
dimensions of the pump were reduced by 7% while 
ensuring a given value of the working volume. 
Key words: gear pump, multicriteria optimization; 
parameter space research method. 
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